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Avant-propos

Ce nouveau formulaire reprend la présentation et les objectifs des anciens for-
mulaires congus par Lionel Porcheron. Mais il a ét€ entierement réécrit pour
s’adapter aux nouveaux programmes, avec des auteurs nouveaux, et donc des
choix nouveaux.

Cet ouvrage s’ adresse aux €tudiants de MPSI, puis de MP ou PSI. Pour chaque
item, vous trouverez :

— 1a mention @ ou @ qui indique si c’est une notion de premiere année ou de
deuxieme année ;

— parfois la mention MP ou PSI pour indiquer une notion réservée a une seule
section.

Le livre est scind¢ en quatre parties : mathématiques, informatique, physique,
chimie. Dans chaque partie, vous trouverez I’essentiel du cours, les principaux
résultats étant mis en valeur par un support tramé.

A la fin, un index tres détaillé vous permettra d’accéder tres vite a la notion que
vous voulez réviser.

Des annexes font le bilan d’informations essentielles et parfois dispersées dans
votre cours.

Ne vous trompez pas dans 1’offre Dunod. Vous trouverez des livres de cours et
d’exercices pour renforcer votre travail de classe.

Pour des révisions structurées, les Tout-en-fiches par classes (MPSI, MP, PSI)
de la collection « J’assure = comportent I’essentiel du cours et quelques exer-
cices d’entrainement.

Ce livre est un outil pédagogique adapté aux révisions rapides avant un devoir.
C’est aussi un puissant remede contre 1’anxiét€ du trou de mémoire. C’est en
quelque sorte un anxiolytique sans risque sanitaire. Mais vous risquez 1’ac-
coutumance : quand vous aurez commencé a vous servir de ce livre, vous ne
pourrez plus vous en passer, surtout a I’approche des concours (qui portent sur
les deux années de prépa n’oubliez pas).

Un grand merci a Thomas Fredon et Roger Faure pour leur soutien technique
indispensable et a Matthieu Daniel, puis a Jean-Luc Blanc et Brice Martin,
pour la réalisation finale.

Pour cette sixieme édition, nous avons éliminé les quelques erreurs de = copier-

coller > qui avaient échappé & notre attention. A la demande de lecteurs, nous
avons aussi rajouté deux annexes : formulaire de trigonométrie et séries de
Fourier des signaux classiques. Ce qui montre que vos commentaires et sug-
gestions sont les bienvenus.

Daniel FREDON daniel.fredon@laposte.net



Mathématiques

1. Analyse

1.1 Les nombres réels

Parties denses dans R

Une partie A est dense dans R sielle | Une partie A est dense dans R
rencontre tout intervalle ouvert non | si tout réel est limite d’une suite

vide. d’éléments de A.
ik Borne supérieure

La borne supérieure de A est le plus M =supAsi:

petit élément (s’1l existe) de I’ensem- YxeA x<M,
ble d jorants de A.
& CER Maotanis 6 Ve>0 dx€eA M-e<ux

1.2 Continuité

Continuité : définition

[ est continue en a si elle est définie en a et si lim f(x) = f(a).
X—=d

&b Théoreme des valeurs intermédiaires

En particulier, si une fonction f est
Si f est continue, pour tout y tel que | continue sur [a, b], et si f(a) et f(b)
fla) <y < f(b), il existe ¢ tel que | sontde signes contraires, I’équation
y = f(e). f(x) = 0 admet au moins une solu-
tion dans [a; b].

1 Continuité sur un segment

Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
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1.3 Dérivation

€h Dérivée en un point

Soit f une fonction définie sur D et xp un €lément de D tel que f soit définie
au voisinage de xp. On appelle dérivée de f au point xo le nombre (lorsqu’il
existe) :

lim fxl—1(m) ~ lim Sf(xo + h) = f(xo0)

X=X X—=Xh h—0 h

(1 Dérivées usuelles

J() [0 f(x) J'(x) f(x) [

= f'(x0).

1 | 1
2 (n#0) | nx! - - ;2 —_—
( ) X 2 VX 24/x

1
COS X —sin x sin x COS X tan x =

COS= X
5 |
Inx - e’ e cot x -

=
2.
=
-

arcsin x arccos x | — arctan x

Dérivée d’une fonction réciproque

La fonction réciproque f~' est déri-
vable en f(xg) et f est strictement monotone sur [,

(Y (fxo)) = dérivable en f(xo) et f'(xg) # 0.

fl(x)

(1) Théoreme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, et telle que
fla) = f(b).

Alors il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.
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Egalité des accroissements finis

Si f est continue sur [a,b] et
dérivable sur Ja,b[, 1l existe au
moins un point ¢ €la, b[ tel que :

fb) = fa) = (b-a)f'(c).

Ce théoreme ne se prolonge pas aux
fonctions de R dans C.

Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur o o
[a, b], dérivable sur ]a, b[. En particulier, si [f'| < K, alors,
pour tous x et x” de ]a, b,

If(x) = f(X) < K|x=X|.

Sim< f/ < M, alors :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M (b - a).

ik Limite de la dérivée

Attention, il s’agit d’une condition

Si f est continue sur [a, b], dérivable S e .
sur Ja, B[, et si ' a une limite finie / suffisante de dérivabilité, mais elle

en a, alors f est dérivable a droite en —— Pas necessalre. I peu.’t artiver
aet f(a) = I que f;(a) existe sans que f” ait une
e limite en a.

& MP Fonction convexe

f est convexe sur [ :

XseosXa €4

f(iﬂfxi)giﬂff(xf). Ai,..., A, € RY avec i:,h:l
i=1 i=1

i=1

Le graphique de toute fonction convexe est au-dessous de chacune de ses cordes.

Fonction convexe dérivable

Le graphique de toute fonction

, convexe dérivable est au-dessus de
[ convexe & f" >0 chacune de ses tangentes.

Si f est deux fois dérivable sur 7 :
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A MP Inégalités dues a la convexité

| N |
ayy..opby,...bpb€eR™ p>0,g>0avec —+—=1.
2|

Inégalité de Holder

n n 1 n 1

Sab<(Sa) (3
' ' i=1

=1 =1
Sip =¢q = 2,1l s’agit de I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Inégalité de Minkowski

[Dlarsr ) <[ Y] +[ D)7
=1 =1

i=1

1.4 Suites numériques

b Suite convergente

La suite (u,) est convergente vers [ | Une suite qui n’est pas convergente
Si est dite divergente.

Ve>0 dngeN Vn>ng Lorsqu’elle existe, la limite d’une

lu, — | < &. | suite est unique.

&h Théoreme d’encadrement

Si, a partir d’un certain rang, u, < x, < v, et si (u,) et (v,) convergent vers la
méme limite [, alors la suite (x,) est convergente vers /.

1 Suite extraite

On dit aussi que (v,) est une sous-
suite de (u,,).

La suite (v,) est extraite de la suite
(u,) s’1l existe une application ¢ de N
dans N, strictement croissante, telle

qlle V” = u,w(n} .

Si une suite possede une limite
(finie ou infinie), toute sous-suite
possede la méme limite.
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Théoreme de la limite monotone

Toute suite de réels croissante et majorée est convergente.

Toute suite de réels décroissante et minorée est convergente.

Si une suite est croissante et non majorée, elle diverge vers +oo.
Si une suite est décroissante et non minorée, elle diverge vers —oo,

Suites adjacentes

|

(u,) et (v,) sont adjacentes si : Variante
(up) est Grofasanie:s Si (u,) croissante, (v,) décroissante
(vy) est décroissante ; et u, < v, pour tout n, alors elles
”]_1}’11 (Vn — up) = 0. convergent vers [; et l,. Il reste a
Si deux suites sont adjacentes, elles | montrer que /; = [, pour qu’elles
convergent et ont la méme limite. soient adjacentes.

1.5 Intégration

‘

Valeur absolue

b
f Fx) dx| < f £(x)] dx.

Intégrales et ordre

|

e Sia<b,etsi f < gsur[a,b], alors : ff(.x) dx < f\bg(x) dx.

e Si f est continue et positive sur [a,b],on a:

f'f(x)dxzﬂ — Vxela,b] f[f(x)=

Inégalité de la moyenne

b
| f F(x)g(x) da| < sup |f ()] x f 80l dx.

xela,b|
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il Sommes de Riemann

Si f est continue sur [a; b], a valeurs

dans R,ona: Les sommes de Riemann, dont

= i on considere la limite, sont des

lim - Z f(=)= f(x)dx. sommes d’aires de rectangles.
et 4" 0

1 Intégration par parties
b

f u' (1) v(t) dr u et v sont deux fonctions de classe

a

C' sur un intervalle [ ,etaetbdes

= [u) ()]’ - f u(r) V' (1) dr. | réels de I.

L Intégration par changement de variable

()
fd J(u(@®)u' (1) dr = f ) f(x) dx.
fa ule

ab Formule de Taylor avec reste intégral

u de classe C' de [a, 8] dans [a, b],
et f continue sur [a, b].

Soit f une fonction de classe C™*! sur I, x; et x des points de 7. On a :

Flsbye B+ f G by ar,

(x — xp)
1!

est ’approximation de Taylor a I’ordre n ;

u—mfﬂ

ol P,(x) = f(x0) + —— f"(x0)

Pl e

Y (x — )"
et R,(x)= f Q f‘”*”(r) dr est le reste intégral d’ordre n.
S

Fonction intégrable

‘

lim (1) dr existe f(t) dt converge

X ‘ +o0
ey
,r-l-—coa 5



18 [1] Mathématiques

+00
f |f(0)] dr converge f intégrable sur [a, +o0]

b
fl f(t)] df converge [ intégrable sur [a, D]

®  Reégles d’intégrabilité (fonctions positives)

e Comparaison

Supposons 0 < f < g sur [a, +ool.
— Si g est intégrable sur [a, +oo[, alors f est intégrable sur [a, +oo].
— Si f n’est pas intégrable sur [a, +oo, alors g n’est pas intégrable sur [a, +oof.

e Domination

Si f(x) = O(g(x)), I'intégrabilité de g sur [a, +oo[ implique celle de f.

e Equivalence

Si f(x) ~ g(x), I'intégrabilité de g sur [a, +oo[ équivaut a celle de f.
+00

(2] Situations de référence

|
e Pour a > 0, i intégrable sur [a, +oo[ & a > 1.

e Poura > 0,e™

1
. intégrable sur |0,a] &= a < 1.

* intégrable sur [0, +oo].

e In x intégrable sur |0, 1].

(2. Théoreme de convergence dominée

Les fonctions f,, a valeurs dans R ou C, sont continues par morceaux sur / ;
la suite (f,) converge simplement sur / vers f continue par morceaux sur / ;

il existe une fonction g continue par morceaux sur /, positive et intégrable sur
1, telle que, pour tout entier n, on ait | f;| < g (hypothese de domination),

— les fonctions f, et f sont intégrables sur / et

ff= lim -
I A )
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(2] Théoreme de sommation 1!

Soit (f,,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, continues par
morceaux et intégrables sur /, telle que la série Z fn converge simplement

vers f continue par morceaux sur / et telle que la série Z f | f.| converge.
I

= f est intégrable sur / et

DN

® Intégrales a parameétre (existence et continuité)

On considere A une partie d’un espace normé de dimension finie,
I un intervalle de R,
f une fonction définie sur A x I a valeurs dans K.

On suppose que f est continue par rapport a la premiere variable, continue par
morceaux par rapport a la seconde.

On suppose également qu’il existe une fonction ¢, intégrable sur /, a valeurs
dans R7, telle que, pour tout x de A, on ait |f(x, .)| € ¢, ¢’est-a-dire :

VxeA Ytrel  f(x,0)| < o).

Alors la fonction x — g(x) = f f(x, 1) dr est définie et continue sur A.
I

(2] Intégrales a parametre (dérivabilité)

Soit / et J deux intervalles de R et f une fonction définie sur J X /. On suppose :

— f est continue par morceaux par rapport a la seconde variable,
— pour tout x de J, t — f(x,1) est intégrable sur /,

d o : X " : :
- —f est définie sur J X [, continue par rapport a la premiere variable, continue
X

par morceaux par rapport a la seconde,
— il existe une fonction ¢ intégrable sur /, a valeurs dans R" telle que, pour

af

tout xde J, |—(x,.)| < ¢.
Ox
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Alors la fonction g est de classe C' sur J et vérifie :

VYxelJ 3= fg(x, 1) dr.
I (9x

Transformation de Laplace

f fonction causale, soit f(r) = 0

SRR \f[: e‘-"’f(r) & pourt <0

pour Re (p) > a a abscisse d’intégrabilité de f

®  Propriétés de la transformation de Laplace

- Changement d’échelle

Linéarité 1 p

LILfi + 2 f1(p) Lk0Np) = 1 LUFOy)
= L LIA1(p) + LLIf1(p). | aveck > 0.

! Retard sur la transformé
Retard sur la fonction etard sur la transformée

LIf@—t)l(p) = e""”,ﬁ[f](p). LIf1(p = po) = L[eporf(f)](!’)

Théoreme de la valeur initiale Théoreme de la valeur finale
lim xL[f1(0) = £(0°). lim xL[f1(0) = I

1.6 Développements limités

‘

Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction dérivable sur 7 jusqu’a I’ordre n. Alors la fonction & définie
au voisinage de 0 par :

hﬂ
f(xo+h) = f(xo) + hf'(x0) + - + Ef""(xo) + h"e(h)

est telle que }llmﬂ e(h) = 0.
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i Développements limités usuels

X
1!

l+x)=l+a—+-+afa-1)...(a—n+ l)§+o(x“)

avec les cas particuliers :

1 11 1 3
@ =3 ‘Vl+x—l+5x §x2+l—6x3+o(x)
1
a=-1 =1 = pda® ¢ w ol 40"
] %
1 1 1 3
== =1l—=x+x - —x +0o(x)

e“’:1+%+---+—!+0(x”)
‘xz . x2p
=] - —+--- — 1Y 2p+1
cosx =1 T +-1) (zp)!+o(x )
2p
chx=1+2—!+---+(;p)! +o(x*"*)
3 2p—1
i = _,i - P_Ixi 2p
SF=4 = gyt A1) (zph_l)!—lna(x )
3 2p—1
—; .JE_ 'xi 2p
shx=x+ 77+ +(2p—'l)!+0(x )
tanx:x+lx3+£x5+0(x6)
3 13
thx:x—lx3+£xﬁ+o(x6)
3 15
_ x nx"“ e
ln(l+x)—x—5+?+...+(_l) n+l+0(xﬂ )
3 .5 1y
arctanx=x—£+x—+...+gx2p+l +0(x2p+2)
3 5 2p + 1
1 3
arcsin x = x + 6,\:3 + mf + o(x®)
1 3
arccos x = g —x- ax?’ - 4—0x5 +0(x°)



22 [1] Mathématiques

1.7 Equations différentielles

@® Equations différentielles linéaires du premier ordre

De la forme :

Y +alx)y = b(x) (1)

Equation homogene associée :

Y +a(x)y=0 (2)

Solution générale de (1)
= Solution générale ys de (2)
+ Solution particuliere de (1)

L Résolution de I’équation homogene (2)

Les solutions de I’équation (2) sont du type :

ys(x) = Ke ™™ ou A(x) = f a(u) du est une primitive de a(x)

In

avec K constante arbitraire et xy élément quelconque de /.

©® Recherche d’une solution particuliere de (1)

y, étant une solution non nulle de (2), on introduit une fonction auxiliaire in-
connue K(x) telle que y(x) = K(x) y;(x) soit solution de (1).

Ceci conduit a K'(x) =

et permet de calculer K(x) puis y(x).
@ P S

Cette méthode s’ appelle aussi méthode de variation de la constante,

@® Equations du second ordre a coefficients constants

De la forme :

y' +ay’ + by = f(x) (1)

Equation homogene associée :

Solution générale de (1)
= Solution générale ys de (2)

+ Solution particuliere de (1)

vi+ay +by=0 (2)
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i Résolution de I’équation homogene (2)

e A > ( deux racines ry et rs.

ys(x) = K; e + Ky e

e A = 0 une racine double ry.
ys(x) = (Ky x+ K)e™
e A < () deux racines « + i3.

ys (x) = e* (K| cos Bx + K sin Bx)

Cas a, b, c réels.
Equation caractéristique :

P +ar+b=0.
A = a* - 4b.

K, et K> sont des constantes réelles
quelconques.

©® Recherche d’une solution particuliere de (1)

e Casou f(x) est un polynome P(x) de degré n

Il existe une solution particuliere de
(1) sous la forme d’un polyndme de
degré :

n sib#0;

n+1 sib=0eta#0;

n+2 sia=b=0.

La recherche de cette solution se
fait par identification.

e Cas ol f(x) = e P(x) avec P polynéme et k constante

On effectue le changement de fonc-
tion inconnue
..i'( -1
y(x) = e z(x)
ou z est une nouvelle fonction incon-
nue.

En reportant y, y" et y” dans (1), on
est conduit a une équation en z du
type précédent.

e Casou f(x) = e™ cosBx P(x) ou f(x) = e sinfSx P(x) avec a et 3 réels,

et P polynome a coefficients réels

On cherche une solution particuliere
(a valeurs complexes) obtenue
pour 1’équation de second membre
e{c:rﬂ'ﬂ) "(P(x).

Une solution particuliere est la par-
tie réelle, ou la partie imaginaire, de
la solution ainsi obtenue.
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A MP Equation différentielle linéaire

a est une application continue de
X'(t) = a(t) x(t) + b(r) (1) I dans L(E) et b une application
continue de / dans E.

X' () =a()x(t) () Equation homogéne associée

® PSI Equation différentielle linéaire

Y 4 @, () YV + @i (Y +ao(Dy = b)) ().
Y 4+ a1 (O YTV o @)Y +a)y=0 ().

(2 Systeme différentiel d’ordre n

@ = auxi@+---+apx,(0)+bi(1)
(S) :
x;,(t) = dp1 X1() + -+ + app %p(1) + bp(D)
XO=ADOX@H+B@® ().
X' (@) =ADOX©H ().

® Solutions d’une équation différentielle linéaire

La solution générale de (1) est la somme de la solution générale de (2) et d’une
solution particuliere de (1).

& MP Variation de la constante

Si x; est une solution de (2), ne s’annulant pas sur /, on peut chercher les solu-
tions de (1) sous la forme :

x(t) = u(t) x (1)

ou u est une fonction inconnue qui vérifie 1’équation différentielle linéaire du
premier ordre en u’ obtenue en reportant dans (1).
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® MP  Systéme fondamental de solutions (n=2)

Si x; et x; sont deux solutions linéairement indépendantes de (2), on peut cher-
cher la solution de (1) sous la forme :

x(#) = u(t) x1(2) + v(1) x2(7)
ou i« et v sont des fonctions inconnues soumises a la condition :
u' () x1(0) + V() x2(0) = 0.
Les fonctions u et v sont obtenues en résolvant le systeme :
uwxi+vVx=0
Wxp+vx,=f
dont le déterminant
xi(t)  xa(1)
o 2@

appelé wronskien de x; et x;, ne s’annule pas sur 7 lorsque x; et x; sont
linéairement indépendantes. On obtient :

w(t) =

v X2 () oo 010 f@)
) = e ) 8 ) = —w(f}
& MP Exponentielle d’une matrice

convergence normale sur tout com-
pact de M, (K)

o 1
et = Z EA".
k=0
Propriétés algébriques
=1, ; et =" . A= ; det(e?)=c"™.
SiAB=BA e'eB =eMP . SiPinversible, e’ = petp !,

Dérivabilité

L application ¢ > e est dérivable et a pour dérivée Ae™.
Utilisation
En multipliant par e les deux membres de X’(7) = AX(#) + B(f), on se raméne

A %[B‘A’X(r)] = e Y B().
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® Résolution d’un systeme a coefficients constants

cas A diagonalisable

Soit A diagonalisable ; notons Ay, ..., 4, ses valeurs propres et Vi,...,V, des
vecteurs propres associés.

e | 'espace vectoriel des solutions du systeme homogene (S ') admet pour base :
(V] efilr, . Vp e"”’).

eOnaA = PDP ™' ou D est diagonale.
Si I’on pose Y(1) = P71 X(1) et C(r) = P"'B(1), le systeme (S) s’écrit :

Y'(t) = DY(t) + C(¢) .

On résout ce systeme réduit et on en déduit X(¢) = PY(¥).

1.8 Espaces vectoriels normés

Une norme sur E est une application N de E dans R qui vérifie :
(1) VxeE Nix)z0 et NxX)=0= x=0
2) VYAeK VxeE N(Ax)=|4N(x)
3) VxeE VYyeE N(x+y)sSN@x+N©).

& MP Normes équivalentes

Hexistea > 0etB > Otelsque Vx € E : Toute suite qui converge vers [ pour
une norme converge aussi vers /

@ Na(x) < Ni(x) < BNa(x). pour I’ autre norme.

Dans un espace vectoriel de dimension finie, deux normes quelconques sont
toujours équivalentes.

‘

Voisinage

Une partie V est un voisinage de a € E s’1l existe une boule ouverte centrée en
a et incluse dans V.
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]

Ouvert

e Une partie A de E est ouverte (ou est un ouvert) si elle est au voisinage de
chacun de ses points, ce qui s’écrit :

Ya e A e 1) B(a,r,) C A.
e Un point a est un point intérieur de A si A est un voisinage de a.
L’ensemble des points intérieurs de A est I'intérieur A de A. Ona A C A.

e La réunion d’une famille quelconque d’ouverts, I'intersection d’une famille
finie d’ouverts sont des ouverts.

Fermeée

i

e Une partie A est fermée (ou est un fermé) si son complémentaire est un ou-
vert.

e ¢ est un point adhérent a A si toute boule B(a, r), avec r > 0, contient un point
de A. L’ensemble des points adhérents a A est I’adhérence A de A. Ona A C A.
Si A = E, on dit que A est dense dans E.

e Une partie A est fermée si, et seulement si, pour toute suite d’éléments de A
qui converge dans E, la limite appartient a A.

e ['intersection d’une famille quelconque de fermés, la réunion d’une famille
finie de fermés sont des fermés.

‘

Frontiéere

La frontiére d’une partie A est I’ensemble A \ ;\

C’est ’ensemble des points a tels que toute boule B(a, r) avec r > 0 contient
au moins un vecteur de A et un vecteur qui n’appartient pas a A.

(2) Caractérisation séquentielle de la continuité

Pour que [ soit continue en «, il faut et il suffit que, pour toute suite (u,) qui
converge vers a, la suite (f(u,)) converge vers f(a).

® MP Caractérisation topologique de la continuité

f est continue sur D si, et seulement si, I’'image réciproque de tout ouvert (resp.
fermé) de F est un ouvert (resp. fermé) de E.
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‘

Fonction lipchitzienne

e Une fonction f de D dans F est lipschitzienne de rapport k > 0 si :
VxeD VYyeD  |If(0) = fIl <klly—xll.
e Si0 < k < 1, on dit que f est contractante.

Continuité uniforme

e f de D C E dans F est uniformément continue sur D si :
Ye>0 dn>0VxeD VYyeD |x—-y<np=I|lf(x)— fOI < &.

e Si f est lipschitzienne sur D, alors f est uniformément continue sur D.

® MP Application linéaire continue

e Si f est linéaire de E dans F, les propositions suivantes sont équivalentes :
— f est continue sur E ;

— f est continue en 0 ;

— f est uniformément continue ;

—dk>20 VxeE |[f(x)l <k|x.

e Si E est de dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues.

& MP Compact

e Une partie A de E est une partie compacte ou est un compact si, de toute suite
d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite convergente dans A.

e Un fermé inclus dans un compact est un compact.
e Tout compact est fermé et borné.
e Si E est de dimension finie, on a :
A compact &= A fermé et borné.

& MP Fonction continue sur un compact

Soit f une fonction continue de E dans F et A un compact de E.
e f est uniformément continue sur A (théoreme de Heine).
e f(A) est un compact de F.
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& MP Partie connexe par arcs

e Une partie A de E est connexe par arcs si, pour tout (a, b) € A?, il existe une
fonction continue f de [0, 1] dans A telle que f(0) = a et f(1) = b.

e Si A est connexe par arcs et f continue, alors f(A) est connexe par arcs.
e [es parties connexes par arcs de R sont les intervalles.
e Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction a valeurs réelles, continue sur une partie connexe, a et b
deux vecteurs de A.

Pour tout réel x compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € A tel que x = f(c).

1.9 Séries numériques

Série : convergence

|

Une série Z u, converge si la suite ;
Y Une suite (u#,) converge < la

S, = Z 1x converge. série Z(Hn+[ — u,) converge.

o
Il
=)

Convergence absolue

Si une série est absolument conver-
gente, alors elle est convergente;
mais la réciproque est fausse.

Si |lu,| converge, on dit que Z U,
est absolument convergente.

® Comparaison de deux séries a termes positifs

Z Vn converge=>z Up CONVEIEE; | Si 0 < u, < v, A partir d’un certain

Z u, diverge = Z v, diverge. rang.
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@ Cas de deux séries a termes positifs équivalentes

Siu, ~ v,, les deux séries sont alors . ]
Foo Ce théoreme n’est pas vrai pour

des séries qui ne sont pas de signe
constant.

de méme nature, ¢’est-a-dire qu’elles
sont convergentes ou divergentes en
méme temps.

Séries de Riemann

‘

|

1 La série harmonique Z =

Z — converge < «a > l. q n
n

diverge.
0-6 Séries géométriques
+00 | ael, ze C
Zaz" =a - ; convergence (absolue) si, et seule-
n=0 ment si, |z] < 1
(2 Série exponentielle
oo
Z
s ceC
- n!
(2 Régle de d’Alembert
" F . bt » LI o u - -
Soit u, une série a termes strictement positifs telle que "1 admette une limite
Uy
I quand n tend vers +co,
Sil < 1, la série converge ; si [ > 1, la série diverge.
(2 Comparaison série-intégrale

Si f est une fonction continue par morceaux et décroissante de R™ dans R*,

alors la série de terme général fw f(r)dt — f(n) converge.
1

n_
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Série alternée

]

En supposant iy > 0, une série alternée a pour terme général u, = (-1)"a, ou
dy = |H”|.

Critere spécial des séries alternées
Si la suite de termes positifs (a,) est décroissante et converge vers 0, alors

+00

e la série alternée Z(—l)”aﬂ est convergente ;
n=0
+0co

e le reste R, = Z (—D)¥a; est du signe de (—1)"*" et vérifie :
k=n+1
IRHI S Ayt

& MP Famille sommable

La famille (am,n)(m merr €St sommable si, et seulement si, pour tout n, la série

400
Z am.n converge et la série Z [Z am.,,] converge.

m n mi=0

Dans ce cas,on a :

5 (5550

n=0 \m=0 m=0 \n=0

Produit de Cauchy

I

e Le produit de Cauchy de deux séries Z ity &t Z v, est la série de terme
général : w, = Z UpVy .

ptg=n

e Si les séries Z u, ct Zvn sont absolument convergentes, alors la série

w, I’est aussi et ’on a :

+oo 400 400
D= (T[S}
n=0 p=0 g=0
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1.10 Suites et séries de fonctions

® Convergence simple d’une suite de fonctions

La suite (f,) converge simplement

sur A vers une fonction f, de A dans
F.hi: ||.]| est la norme dans A

VxeA lim [l fu(x) = f(0)l = 0.

® Convergence uniforme d’une suite de fonctions

La suite (f,) converge uniformément

co = SU X
vers u sur / si: lirp f: = fllo = O llul plfx)l

xel

Convergence uniforme = convergence simple.

(2 Continuité de la limite

e Si la suite (f,).>0 converge uniformément vers f sur A, et si chaque f, est
continue sur A, alors f est continue sur A.

e Il suffit que la convergence soit uniforme sur tout compact inclus dans A,
pour que f soit continue sur A.

(2. Intégration de la limite

Soit (f,).=0 une suite de fonctions continues définies sur sur un intervalle / de
R et a valeurs dans F, et a un point de /.

On suppose que (f;).=0 converge uniformément sur tout segment de / vers une
fonction u.

Pourn € N* et x € I, on note : F,(x) = f fu(t)dtet F(x) = f f(r) dr.

Alors (F,),=1 converge uniformément vers F sur tout segment de /.

#3 Dérivation de la limite

Soit (f,)us0 une suite de fonctions de classe C' définies sur un intervalle 7 de
R et a valeurs dans F. On suppose que (f,),=0 converge simplement sur / vers
une fonction f, que (f,),=0 converge uniformément sur tout segment de I vers
une fonction g. Alors :
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(fn)n=0 converge uniformément vers f sur tout segment,

f est de classe C' sur /
et f/ =g.

® Convergence simple d'une série de fonctions

On dit que la série Z f» converge simplement sur [ si la suite (S # = Z ﬁ)

n k=0
converge simplement et on note :

S@) =) file)= lim_ §,(x).
k=0

® Convergence uniforme d’une série de fonctions

e La série Z f» converge uniformément sur [ si la suite (S,) converge uni-

n
formément sur /.

e Si Z f» converge uniformément sur / :

i

— Si les f,, sont continues sur /, alors la somme S est continue sur /.

— Si les f,, sont continues dans / et si Z [ converge uniformément sur /, alors,

n

pour tous a et b dans /, on a :
b +oo 400
f (Z uk(x)) de= Z ( f . (x) dx)
4 5D k=0 V4

— Si les u, sont de classe C' dans I et si Z f, converge uniformément, alors
n
la somme S est de classe C' et vérifie :

Vxel  S'0=) ).
k=0

® Convergence normale d’une série de fonctions

e [.a série Z J» converge normalement sur / si la série des normes Z L fall7

i n

converge.
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e [a série Z fn converge normalement sur / si, et seulement si, il existe une

n
série numérique a termes positifs a, telle que :

400

YneN VYxel |fi(x)|<a, et Z a, convergente.
n=0
e La convergence normale de Z fn entraine la convergence uniforme de Z Fu

n n

et, pour tout x € /, la convergence absolue de Z fu(x).

1

‘

Série entiere

+o0 z variable réelle ou complexe,
S = Z (e P a, constantes réelles ou complexes,
n=0 S (z) somme de la série enticre
(2] Lemme d’Abel

+0oo

Si la suite (Ja,| r") est bornée, alors la série Z a, 7' converge absolument pour

n=(0)
tout z tel que [z| < r.

Rayon de convergence

Le rayon de convergence R est la borne supérieure dans R des ensembles :

+0a

[reR; ; Zan r" converge} ; {reR, ;la,r" borné}.
n=0

La convergence est normale, donc uniforme, sur tout compact inclus dans

¥

Opérations algébriques

-
O B
=

+co 400
Soit Z anZ° et Z b, 7" deux séries entieres, de rayons de convergence res-
n=0 n=0

pectifs R; et Ry, et de sommes respectives f(z) et g(2).
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e Linéarité
+oo

Pour tous @ € R et f € R, la série enticre Z(af a, + B b,)7" apour somme
n=0

af(z) + Bg(z) ; son rayon de convergence R est tel que :

= mil‘l(Rl,Rz) si R[ #* Rz

R = R] s R[ = RQ
e Produit de Cauchy de deux séries entieres
Si I’on pose :
H
Cn=aoby+aybyy +---+a,bp = Zakbn—k
k=0
+00
la série entiere Z ¢, Z' apour somme f(z)g(z). Son rayon de convergence R
n=0

est tel que R > min(R|, R,).

Série entiere d’une variable réelle

+0a

Soit f(x) = Z a, X" de rayon de convergence R # 0.
n=0
e Dérivation

+co
f est dérivable dans | — R,R[etl'ona: f'(x) = Z na,x""" (rayon R).

n=1

e Intégration

X e n+l
Pourtoutxe |- R,R[ona: j{; f(rydr = HZ{; i rj+ " (rayon R).

® Développement d’une fonction en série entiére

f est développable en série entiere s’il existe une série entiere de rayon de
convergence R # 0 telle que :

+00

Vxe]-RRINU  f(x)= Zam.

n=0
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(2] Développements de base

et = :: % R =+ cosx=g(—1)”(;:)! R =+
chx = :; (;:;! R =400 | sinx = :Z:;(— i (fo]l)f R = +o0
th_i(zfjll)f R = 400 l}_x=§x" R=1
In(l +x) = g(—])" f:ll R=1 | arctanx = :Zj(—l)" zitll R

1.11 Calcul différentiel

& MP Dérivée suivant un vecteur

fla+mw)-fla)
4

Avec les vecteurs d’une base fixée, on obtient ainsi les dérivées partielles.

D, f(a) = lim
1—0

(2] Différentielle

f est différentiable au point a € E s’il existe une application linéaire
L e L(E,F)telle que :

Vhe E  fla+h) = f(a)+ L(h) + o(h),

L est la différentielle df(a) de f en a. Dans le cas d’une fonction numérique
(F = R), avec les dérivées partielles, on a :
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& MP Matrice jacobienne

afi afi afl
a—x](a) E(a)
o B o
Ji(a) = 8x1 (@) 0x> @) 0x,
@fm 3fm fm
E(a) axz
& MP Opérations sur les différentielles

d(af + Bg)(a) = adf(a) + pdg(a)
dB(f, g)(a) = B(df, g)(a) + B(f,dg)(a)
d(g o f)a) = dg(f(a)) o df(a)

Dérivée de 1 — f(xi(1),...,x,(1))

P
=" % x —(xl(r) L xp(0).

k=1

@ PSI Dérivées de (u,v) — f(x(u,v), y(u,v)) = g(u, v)

du  dx  Ou dy  Ou v Oox dv Oy v

C’est I’'unique vecteur A tel que :
Yhe E df(a)-h=<A|h>.

% _Of  0x OF, O O U

Il se calcule :

Vi@ =Y [ﬂ (@) e,-].

' LOxi

I1 est orthogonal a la ligne de niveau de f passant par a.
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‘

Théoreme de Schwarz

a*f @) = o’ f @ vrai si les dérivées partielles sont
Ox;0x; 0x;0x; continues en a

‘

Extremum local

¢ Condition nécessaire
Si f présente un extrémum local en a, et si f est différentiable en a, alors :

V(@) =0.

Un point vérifiant cette condition est appelé point critique, ou point station-
naire, de f.

e Etude d’un point critique a
On étudie le signe de la diftférence :
Alhy, ... hy) = flar + hyy..osan + hy) = flar, ... an)

avec les h; voisins de 0.

‘

Plan tangent a une surface

surface d’équation f(x,y,2) =0

P
MeP — AM-Vf(A) = 0. A point régulier, soit Vf(A) # 0.

2. Algebre générale

2.1 Ensembles et applications

Recouvrement, partition

e Un recouvrement d’une partie A de E est une famille de parties de E dont la
réunion contient A.

e Une partition d’un ensemble E est une famille de parties non vides de E,
deux a deux disjointes, et dont la réunion est E.
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Fonction indicatrice d'une partie A

Elle est définie par : Ipa=1-14

]lA(x)zl sixeA Ling = 1415

14(x) =0 six¢A. Taup =14 + 15— Tylp.
Wk Image directe, image réciproque

Si B C F, I'image réciproque de B
est la partie de E :
[ (B)={x€E; f(x) € B).

Si A C E, 'image de A par f est :
f(A) ={f(x); xe A} CF.

L1 Application injective

[ est injective si elle vérifie I'une des deux propriétés équivalentes :
VxeE V¥x' €E o == Fix) & Fix)
YxeE VYxX €E flei= = x=%"

ik Application surjective

[ est surjective si tout élément y de F est I'image d’au moins un élément x de
E, soit :
YveF dAxeE y= f(x).

@ Composition des applications injectives, surjectives

g o f injective = f injective. \ g o f surjective = g surjective.

2.2 Relations

b Propriétés d’une relation binaire

R réflexive VxeE xRx

R symétrique VxeE VYyeE xRy = yRx

R antisymétrique Vxe E Vye E xRyetyRx = x=y

R transitive VxeE VyeE Yze E xRyetyRz= xRz
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‘

Relation d’équivalence

Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est une relation d’équiva-
lence si elle est, a la fois, réflexive, symétrique et transitive.

‘

Classes d’équivalence

La classe d’équivalence de x, modulo | L’ensemble des classes d’équiva-
R, est ’ensemble des y de E tels que | lence de R constitue une partition
xRy. de E.

2.3 Calculs algébriques

§h Sommes usuelles

n

S, nn+l) 0, ar+ D2+ 1) 3 nf(n+ 1)
S e ; ) P - L Yk =

k:l k:l j(:]

L { w 1+ 1 n '
= x s1.xE 1 g Zx"=n+l six= 1.
k=0

n—1
Pour n € N* a'-b"=(@a->b) Z athtiE
k=0

ah Coefficients binomiaux

= ) Pour n € N*, n! (lire : factorielle
( ): e n) est le produit des n premiers
p’ pln-p) nombres entiers. On pose 0! = 1.

‘

Formule du binome

n

@+by=> (:) & b

k=0
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2.4 Nombres complexes

€ Conjugué d’un nombre complexe
x et y sont réels. Les images de z et
z=Xx+iy ; Z=x-iy de Z sont symétriques par rapport a
Oy.
il Module d’un nombre complexe

= Le module |z| représente la distance
l2l = VzZ = {Jx® + 2. oM P

Propriétés du module

‘

Le module d’un nombre complexe a les mémes propriétés que la valeur abso-
lue d’un nombre réel.

©® Forme trigonométrique d’'un complexe non nul

. o = |z] est le module de z.
z=p(cosf+1sinf)

@ est un argument de z.

|

Propriétés d'un argument

Les égalités suivantes ont lieu a 2kr pres (avec k € Z) :
arg (zz)=argz+argy ; arg()=nargz avec ne€Z;
|

arg(;): —argz arg(zii)zargz—argz’.

‘

Formule de Moivre

(cos @+ isin@)" = cosnf + isinnd.
beR neli

Autre écriture : ()" = e"?,

Formules d’Euler

‘

ell' + e—lx e]l‘ _ e—]x
Pour tout réel x,ona: cosx = — : sinx = s
i
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@b Transformation de acost + bsint

La somme des deux signaux a pour
amplitude A = Va?+b% Son
acost+ bsint = A cos(t — ¢). déphasage ¢ est défini par :
a : b
cosp = - et sing = 1

@ Racines n-iemes de l'unité : liste

2k 2k
U,, = {ug, uy,...,u,—1} avec u; = cos(—ﬂ) +1 sin(—’r) = (ul)k.
7 n

s Racines n-iémes de l'unité : propriété

U, = 0
k=0
2.5 Structures algébriques
O MP Loi de composition interne

e Une loi de composition interne * sur £

est associative si : ¥YxeE YyeE VYzeE (xky)kz=x%(y*2);
est commutative si : ¥YxeE VyekE X%y =7VyxX.
admet un élément neutre e si : Vxe E EHE = exRXx=2.
e Un élément x est inversible s’il existe x” tel que : fex =g sx=¢

e Si x et T sont deux lois de composition interne de E, on dit que * est distri-
butive par rapport a T, si I’on a toujours :

x*(yT2) = (x * Y)T(x * 2) et (VT2) % x = (y* 0)T(Z * X).

O MP Groupe et sous-groupe

e Un ensemble non vide G, muni d’une loi de composition interne #, est un
groupe si :
— la loi est associative ;
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— il existe un élément neutre e ;
— tout élément de G posseéde un symétrique dans G.

e Une partie stable H d’un groupe G est un sous-groupe de G si la restriction a
H de la loi de G y définit une structure de groupe.

e Pour qu’une partie non vide H d’un groupe G soit un sous-groupe de G, il
faut et il suffit que :

Vxe H Yyve H xy€eH,;
VxeH x'eH.

ou encore :
VYxe H Yye H xyleH.

e Les sous-groupes du groupe additif Z sont les ensembles :
nZ={nx ;x€Z} ou neN.

e [intersection d’une famille de sous-groupes est un sous-groupe de G.

& MP Morphisme de groupes

e Soit G et G” deux groupes notés multiplicativement. Une application f, de G
dans G’, est un morphisme de groupes si, et seulement si,

VxeG Yye G fxy) = f(x) f(y).
e Noyau et image

Imf={yeG ;IxeGy=f)}).| Kerf={xeG ; f(x) =0}

f surjective &= Im f = G'. | finjective &= Ker f = {0}.

& MP Sous-groupe engendré par une partie

e [intersection de la famille des sous-groupes de G contenant une partie A
donnée est un sous-groupe de G appelé sous-groupe engendré par A.

C’est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-groupe contenant A.

e Le sous-groupe engendré par A est I’ensemble des composés d’éléments de
A et d’inverses d’éléments de A.

e Si un groupe G est engendré par un seul élément a, il est dit monogeéne. On
dit que a est un générateur de G.
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& MP Groupe cyclique

Tout groupe monogene est isomorphe :

e a (Z,+)s’1l est infini,

e A (Z/nZ,+) s’il est d’ordre n, ou a (U,, X) (groupe des racines n® de 1’unité).
Dans ce cas, on dit que G est un groupe cyclique d’ordre .

Les générateurs de U, sont les nombres complexes u; = (ul)" tels que & soit
premier avec n.

Théoreme de Lagrange

Dans un groupe fini, I’ordre de tout sous-groupe est un diviseur de I’ordre du
groupe.

O MP Groupe symétrique

Le groupe des permutations de I'intervalle [1,n] de N est appelé groupe sy-
métrique d’ordre n et noté S,,.

Un cycle d’ordre p est une permutation o~ = (ay,...,a,) de E qui laisse inva-
riants les autres éléments de E, et telle que :

ola) =ar, ol@)=az, ..., olap,-1) =a,, olay) = ay.

Un cycle d’ordre 2 est une transposition.

O MP Signature d’'une permutation

Toute permutation o de E est décomposable en un produit de transpositions.

Si le nombre de transpositions est pair, on dit que o est paire et sa signature est
glz)=1l.

Si le nombre de transpositions est impair, on dit que o~ est impaire et sa signa-
ture est (o) = —1.
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O MP Anneau et sous-anneau

e (A, +, X) est un anneau si :

— (A, +) est un groupe commutatif ;

— la multiplication est associative et possede un élément neutre ;

— la multiplication est distributive par rapport a I’addition.

e Une partie B d’un anneau A, stable pour + et X, est un sous-anneau de A si

la restriction a B des deux lois de A y définit une structure d’anneau, avec le
méme élément neutre pour X que dans A.

e Pour qu'une partie B d’un anneau A soit un sous-anneau de A, il faut et il
suffitque 14 € Bet:

YxeB VyeB x—yeEB et xyeB.

& MP Morphisme d’anneaux

e A et B étant deux anneaux, une application f, de A dans B, est un morphisme
d’anneaux si I’on a toujours :

Jx+y) = f0)+ fQ) ; flxy) = f(0) fO) 5 f(la) = 1p.

e Noyau et image

Imf={yeB ;IxecAy=fx)}). | Kerf={xeA ; f(x)=0}
f surjective & Im f = B. | finjective & Ker f = {0}.
O MP Anneau intégre

Lorsqu’il existe, dans un anneau, des éléments a et b tels que :
a#z0 et b#0 et ab=0,
on dit que a et b sont des diviseurs de zéro.

Un anneau inteégre est un anneau commutatif, non réduit a {0}, et sans diviseur
de zéro.

O MP Corps et sous-corps

e Un corps est un anneau non réduit a {0} dont tous les éléments, sauf 0, sont
inversibles.
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e Une partie L d’un corps K, stable pour + et X , est un sous-corps de K, si la
restriction a L des deux lois de K y définit une structure de corps, ¢’est-a-dire
si c’est un sous-anneau, et si I’inverse d’un €lément non nul de L reste dans L.

& MP Idéal d’un anneau commutatif

e Soit A un anneau commutatif. Une partie / de A est un idéal si I est un sous-
groupe de (A, +) et si, pourtout x € / et touta € A, on a xa € 1.

e ['intersection / N J et la somme [ + J de deux idéaux sont des idéaux.
e [e noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.
e [es idéaux de Z sont de la forme nZ avec n € N.

2.6 Arithmétique

Divisibilité dans Z

Si (a, b) € Z X Z, on dit que b divise a si, et seulement si, il existe g € Z tel que
a = bg.

Nombres premiers

Un entier p est premier si p < 2, et si ses seuls diviseurs sont 1 et p.

1 Division euclidienne

Pour tout (a, b) € Z x N7, il existe un élément unique (¢, ) € Z X N tel que :
a=bg+r avec 0<r<b.
q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

0-606 Mp pgcd

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Le plus grand élément d € N*, divi-
seur de a et de b, est le pGep (a, b) , noté aussi a A b.

En termes d’idéaux : aZ + bZ = dZ.
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O MP Algorithme d’Euclide

Si g, et ry sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b, on

o

ahNb=bAr.

On recommence avec b et ry. Le dernier reste non nul de ce processus est le
pGeD de a et de b.

O MpP Nombres premiers entre eux

Sia A b =1, ondit que a et b sont premiers entre eux.

@ MpP Relation de Bézout

Pour que deux entiers relatifs non nuls a et b soient premiers entre eux, il faut,
et il suffit, qu’il existe u et v dans Z tels que :

au+bv = 1.

d-0 MP ppcm

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Le plus petit élément m € N", multiple
a la fois de a et de b, est le prcMm (a, b) , noté aussi a V b.

En termes d’1déaux : aZ N bZ = mZ.

O MP Relation entre pgcd et ppcm
(aVv b)x(aAb)=lab|.

O MP Lemme de Gauss

Soit a, b, ¢ trois entiers relatifs tels que a divise bc, et a premier avec b.
Alors a divise c.

Anneau Z/nZ

e Soit n € N, La relation binaire dans Z :
aRb &= aethontle méme reste dans la division par n
< nf(a->b)



48 [1] Mathématiques

est une relation d’équivalence.

On la note @ = b (mod n) ; lire : a congrue a b modulo n.

On note Z/nZ I’ensemble des classes d’équivalence
a={beZ ;a=b(modn)}.

e Pour n > 2, Z/nZ muni des deux lois :

a+b=a+b ;axb=axb
est un anneau commutatif.

e Un élément a de Z/nZ est inversible si, et seulement si, a et n sont premiers
entre eux.

e 7/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

O Mp Valuation p-adique

Soit p un nombre premier et n un entier non nul. La valuation p-adique de n est
le plus grand entier & tel que p divise n. On la note v, (n).

& MP Indicatrice d’Euler

e C’est le nombre ¢(n) des entiers compris entre 1 et n et premiers avec n.
e Si n est premier, alors ¢(n) = n — 1.

.
e A partir de la décomposition en facteurs premiers de n : n = rl pf-(", on
i=1

obtient :

= : eyl : o
o =| |oi-v7, —nﬂ(l pf).

i=1

& MP Théoreme d’Euler

Si a et n sont premiers entre eux avecn > 2, 0n a:

a*™ = 1 (mod n).

& MP Théoréme chinois

e Premier énoncé

Si m et n sont premiers entre eux, Z/mnZ estisomorphe a Z/mZ X Z/nZ. .
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e Application aux systemes de congruences
Soit p et g des entiers premiers entre eux. Pour tous entiers a et b, le systeme

d’inconnue x :
{ X = a (mod p)

x = b (mod g)
admet des solutions entieres.

Petit théoreme de Fermat

Soit p un nombre premier. Pour tout entier a, on a :
a’ = a (mod p).

2.7 Polynémes

Divisibilité dans K[X]

Si A = BQ (avec Q € K[X]), on dit que A est un multiple de B, ou que B est
un diviseur de A.

Division euclidienne

Soit A et B deux polynomes de K[X], avec B # 0. Il existe des polyndmes
uniques Q et R dans K[X], tels que :

A=BQ+R avec d°R< d°B.

Q est le quotient, et R le reste, dans la division euclidienne de A par B.

‘

Racines d’un polynéme

e Un zéro a de P est dit d’ordre k, ou de multiplicité k (avec k € IN¥), s’il existe
0 € K[X] tel que P = (X — a)*Q avec Q(a) # 0.

e Un zéro « de P est d’ordre au moins k si, et seulement si :
P(@) = P'(@) =--- = P (@) =0.
e [ordre est égal a k si, en plus, P®(a) £ 0.

L Théoréeme de d’Alembert-Gauss

Tout polyndme de C[X] a au moins une racine dans C.
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On en déduit qu’un polyndme de C[X], de degré n, a exactement n racines dans
C, en comptant chaque racine autant de fois que son ordre de multiplicité.

1 Polynémes irréductibles

e Dans C[X], les polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré 1.

e Dans R[X], les polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré 1, et les
polynémes aX? + bX + ¢ avec b* — 4ac < 0.

i Somme et produit des racines

e SiP= Z a; X' (avec a, # 0) est scindé, ses racines «; vérifient :
i=0

n
ty—1
E ¥; = —
iy

i=1

D [ e =r2

: ty

i=1]
e Dans le cas d’un polyndéme de degré 2 (ax® + bx + ¢), la somme S et le
&

produit P des racines sontdonnéspar: § =—-— et P=
a a

@ MP Relations entre les coefficients et les racines

n

S1LP = Z a; X' est de la forme ci-dessus, désignons par o p la somme des pro-
i=0

duits p a p des racines. On a la relation :

op = (=1 .

O MP Polynéme d’interpolation de Lagrange

Soit (ag,ay,...,a,) des éléments de K, distincts deux a deux et des éléments
(bOS b]s' . sbn) de K.

I1 existe un unique polynéome P de degré < n tel que :
ViE{O,...,H} P(a,-)=b,-.
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Ce polynéme est :

P(x)= )" - b;.

=0 | |(@i—ayj)
o

Idéal de K[X]

K[X] est un anneau principal, ¢’est-a-dire que si I est un idéal non réduit a {0},
il existe un polynéme unitaire unique P tel que I = PEK[X]. On dit que P en-
gendre 1.

0-606 Mp pgcd

Soit A et B deux polyndmes non nuls de K[X]. Le pcep de A et de B est le
diviseur commun a A et B de degré maximal et unitaire. On le note A v B.

Il s’agit du générateur unitaire de I'idéal A K[X] + BK[X] .

O MP Algorithme d’Euclide

Si Q) et R, sont le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, on

o)

AVB=BVR,.

On recommence avec B et R; . Le dernier reste non nul (normalisé) de ce pro-
cessus est le rGep de A et de B.

o MP Polynomes premiers entre eux

Si rGep (A, B) = 1, on dit que A et B sont premiers entre eux.

0-6MpP ppcm

Soit A et B deux polynomes non nuls de K[X]. Le prcm de A et de B est le
multiple commun a A et B de degré minimal et unitaire. On le note A A B.

Il s’agit du générateur unitaire de I’idéal A K[ X] N BK[X].
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O MP Théoreme de Bézout

Pour que deux polynomes A et B de K[X] soient premiers entre eux, il faut et
il suffit qu’il existe deux polynomes U et V de K[X] tels que :

AU+BV=1.

Si A et B sont premiers entre eux et non tous deux constants, il existe des po-
lyndmes Uy et V) de K[ X] uniques tels que :

AUy+BVy=1 avec d°Uy<d°B et d°Vy<d’A.

O MpP Théoreme de Gauss

Si A, B et C sont trois polyndmes de K[X] tels que A divise BC, et A premier
avec B, alors A divise C.

3. Algebre linéaire et multilinéaire

3.1 Espaces vectoriels

Espace vectoriel : définition

E est un K-espace vectoriel, s’il est muni d’une loi de composition interne
notée +, et d’une loi de composition externe sur K telles que :

(E,+) estun groupe commutatif,
VieK VueK VxeFE VyekFE A x=A(ux) ;
AWx=Aux) ;A+wWx=Ax+ux ;A(x+y)=Ax+1y ;lx=nx

(1 Combinaison linéaire

Soit (x;);e; une famille finie de vecteurs. Une combinaison linéaire de ces vec-
teurs est un vecteur du type :

Z A; x; avec 4; € K pour tout i.

iel
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i Sous-espace vectoriel

Une partie non vide F d’un K-espace vectoriel £ est un sous-espace vectoriel
de Esi:
VieK VxeF VyeF x+AyeF,

b Sous-espace engendré par une partie

e [intersection F de tous les sous-espaces vectoriels de £ contenant une partie
A donnée est le sous-espace vectoriel engendré par A.

On note F = Vect (A).

e [e sous-espace vectoriel engendré par A est égal a I’ensemble des combinai-
sons linéaires de vecteurs de A.

‘

Famille génératrice

e Une famille (x;);c; est génératrice de E si F = Vect [(x;)ief]-

e Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
ab Famille libre

e On dit qu’une famille (x;);c; de vecteurs de E est une famille libre, ou que les
vecteurs sont linéairement indépendants, si, pour toute partie finie J de /, on a :

Zzl;x,-:O:» Viel 1L=0
ieJ

e Toute sous-famille non vide d’une famille libre est libre.

Base

‘

e Une base de E est une famille libre de E qui engendre E.

® (¢1,...,e,) est une base de E si, et seulement si, tout vecteur x de E peut
s’écrire de facon unique sous la forme :

n
X = Z Xj €j.
i=1

Les scalaires x; sont les composantes, ou coordonnées, du vecteur x.
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L Somme de deux sous-espaces vectoriels

Soit E; et E; deux sous-espaces vectoriels de E.

o E)+Ey={x1+x2;x1 € E| x5 € Ey}

e Quand la décomposition est toujours unique, la somme est directe et se note
F=E,®E,.

e F et E, supplémentaires :
E=E®8E,— E=E,+E, et E\NE;={0}.

e F) et E, sont supplémentaires si, et seulement si, en juxtaposant une base de
E, et une base de E,, on obtient une base de E.

‘

Existence de bases

e Théoreme de la base extraite
De toute famille génératrice de E on peut extraire une base.

e Théoreme de la base incomplete
Toute famille libre de E peut €tre complét€e en une base de E.

L Dimension d’'un espace vectoriel

e Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille géné-
ratrice finie.

¢ Si E a une base comportant n vecteurs, alors toute base de £ comporte aussi
n vecteurs. On dit que 7 est la dimension de E ; on la note dim E.

(1 Recherche de bases

e Toute famille libre de E a au plus n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs, ¢’est
une base.

e Toute famille génératrice de £ a au moins n vecteurs. Si elle comporte n vec-
teurs, c¢’est une base.

ik Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F' de
E est de dimension finie, et dim F' < dim E.

SidimF =dimE (avec F Cc E), alors F = E.
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‘

Relation de Grassmann
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).
b Rang d’une famille de vecteurs
e Le rang d’une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace vec-

toriel qu’ils engendrent.

e C’est aussi le nombre maximum de vecteurs lin€éairement indépendants que
I’on peut extraire de la famille.

L Produit de p sous-espaces vectoriels

dim(F| X -+ X F,) =dimF + -+ < dim F),.
1 Somme de p sous-espaces vectoriels

p
F1+---+FP=ZF,-={x|+---+xp . x; € FJ).

C’est le sous-espace de E engendré par 'y U---U F),.

En dimension finie, on a :
P

dim [Z F;] < Zp: dim F;.
1 i=1

i=

® Somme directe de p sous-espaces vectoriels

P P
Quand tout vecteur x de Z F; s’écrit de fagon unique sous la forme Z Xi,
i i

P
la somme des F; est dite directe et on la note F; . En dimension finie :

=l

P P
dim [Z F ;] = Z dim F; < la somme est directe.

f:l I=]
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1 Base adaptée a une somme directe

P
La réunion d’une base de chaque F; constitue une base de £ &= E = @ F;.
i=1

3.2 Applications linéaires

Applications linéaires : définitions

Une application f de £ dans F est dite lin€aire si elle transporte les opérations
des espaces vectoriels, c’est-a-dire si :

VxeE VyeE VYi1eK  f(x+y)=f)+f®) ; f(1x)=Af(x).
Oou encore .
VxeE VyeE VYleK Fx+1y) = f(x) + A F).

(1 Vocabulaire

e Si f est bijective, ¢’est un isomorphisme ;

si E = F, f est un endomorphisme ;

si f est bijective avec E = F, f est un automorphisme.

e On note :

L (E, F) I’'ensemble des applications linéaires de E dans F,
L (E) I'ensemble des applications linéaires de E dans E,
GL (E) I’ensemble des automorphismes de E.

(1) Noyau et image

e Définitions
Imf={yeF ; dxeEy= f(x)). ‘ Kerf={xeE ; f(x) =0}

e Propriétés
£ surjective &= Im f = F. | finjective & Ker f = {0}.

&b Equation linéaire

Si f € F(E, F), I’équation lin€aire f(x) = b d’inconnue x a pour ensemble de
solutions soit I’ensemble vide, soit :

xo + Ker f
ou xp est une solution particuliere de 1’équation, c¢’est-a-dire f(xp) = b.
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b Image d’une famille de vecteurs

¢ Si G engendre E, alors f(G) engendre f(E).

L’image de toute famille génératrice de E est une famille génératrice de F si,
et seulement si, f est surjective.

e Si f(A) est libre dans F, alors A est libre dans E.

f est injective si, et seulement si, pour toute partie libre L de E, f(L) est une
partie libre de F.

e [ 'image d’une base de E est une base de F si, et seulement si, f est bijective.

L Théoréme du rang

e Si E est de dimension finie, on a :
dim £ = dimKer f + dimIm f.

dim Im f est appelé rang de f et noté rg f.

1] Cas ou E et F ont méme dimension finie

Si1 E et F sont de méme dimension finie, on a :

f bijective & f injective & f surjective.

E = Ke Im
p € L(E) TR ip

P =p p est la projection sur Im p paral-

lelement a Ker p

s e L(E) p est la symétrie par rapport a
. Ker(s—Idz) parallelement a Ker(s+



58 [1] Mathématiques

3.3 Matrices, déterminants

Espace vectoriel M, (K)

e [’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, a coeflicients dans K, est
noté M,, ,(K).
e C’est un espace vectoriel pour les opérations définies par :

AA = (A a,-j) et A+B-= (a','j + b_;j).
e Pouri € [I,n] et j € [1, p]l fixés, on note E;; la matrice dont le coefficient
situé€ sur la ligne i et la colonne j est égal a 1, et dont les autres coeflicients sont
€gaux a 0.
(Ei); jest la base canonique de M, ,(K), qui est donc de dimension n p.

Matrice d’'une application linéaire

Soit E et F' des espaces vectoriels de dimensions p et n, munis de bases res-
pectives B = (ej,...,2p) et C = (f1,.-.; fu)-

f € L(E, F) est déterminée par la donnée des vecteurs :
A

f(t?j)=zafjﬁ pour 1< j<p,
i=1

¢’est-a-dire par la matrice A = (a;;) dont les vecteurs colonnes sont les compo-
santes de f(e;) dans la base de F qui a été choisie.

On dit que A est la matrice de f dans les bases 8B et C.

&b Produit de matrices

A de format (n, p) B de format (p, q), | pour calculer c; j» on multiplie la
C = AB, de format (n, ¢), ligne i de A par la colonne j de B.
Il faut donc :

ai by nombre de colonnes de A

P
k=1 = nombre de lignes de B.

@ Produits de matrices particulieres

e Base canonique de M,, ,(K)

Yi V_] Cij =

Le symbole de Kronecker ¢;; vaut 1

Eij Eu = 0 ka. ‘ sii=j,etOsii#].
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e Matrices triangulaires

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une
matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure).

e Matrices par blocs
( A] B] A2 Bg ) ( A1A2+B[C2 A]BZ+B]D2
Cl D] Cg D2 B CIAQ +D1C2 ClBg +D1D2

@b Formule du bindme de Newton

Si A et B commutent, alors :

m

YmeN  (A+B)"= Z(’:)A" B,
k=0

‘

Matrices inversibles

e Une matrice A € M, K) est inversible s’il existe A~' € M, (K) telle que :
AA'=A""A=1,.

e Dans M, (K), pour que A soit inversible, il suffit qu’elle soit inversible a
droite, ou inversible a gauche.

e(AB)'=B"1A"".

Transposée d’'une matrice

‘

e La transposée d’une matrice A de format (n, p) est la matrice de format (p, n),
notée ‘A (ou AT), de terme général b;; = aj;.

Elle est obtenue a partir de A en échangeant les lignes et les colonnes.
o ((A)=A ;"(AA)=2'A ;"A+B)="A+'B ; "(AB)="B'A.

e Si A est inversible, ‘A I'est aussi eton a: ("fA) "' =(A7").

Matrice de passage

|

Soit B = (ey,...,e,) et B' = (e],...,e,) deux bases de E. La matrice de pas-

sage de la base B a la base B’ est la matrice P dont les colonnes sont les
composantes des vecteurs e;- dans la base B.
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ik Changement de bases

Soit f une application linéaire de E dans F, 8 et 8’ deux bases de E, C et C’
deux bases de F.
Notons P la matrice de passage de Ba 8,

O la matrice de passage de C a C’,

A la matrice de f dans les bases B et C,

A’ la matrice de f dans les bases 8’ et C’.
On a alors :

A'=0'AP.

Les matrices A et A’ sont dites équivalentes. Elles représentent la méme appli-
cation linéaire dans des bases différentes.

SiE=FavecB=CetB =(C',alorsP=(Q,soitA’ = P"'AP.

Les matrices A et A’ sont dites semblables.

i Trace d’une matrice, d’un endomorphisme

e La trace d'une matrice A = (a;;), carrée d’ordre n, est la somme de ses
¢léments diagonaux, soit :

trA = iﬂﬁ_ e K.
i=1

e Propriétés
tr(A+B)=trA+trB ; tr(1A)=AtrA
tr (AB) = tr (BA) : wr(PMP Y=tM.

e Si f € L(E), toutes les matrices qui le représentent ont la méme trace. Cette
trace commune est la trace de I’endomorphisme f.

i Propriétés des déterminants

e det (A) = det ("A).

e Le déterminant d’'une matrice ayant deux colonnes (ou lignes) proportion-
nelles est nul.

e On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant a une de ses lignes
(resp. colonnes) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes).
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e Multiplier une ligne (ou une colonne) d’un déterminant par un scalaire, c’est
multiplier le déterminant par ce scalaire.

e Un déterminant est égal a la somme des produits deux a deux des éléments
d’une rangée (ligne ou colonne) par leurs cofacteurs.

e det (A B) = det A X det B.
e A inversible & det A # 0. On a alors : det (A™') = (detA)_l.

@ Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

A
‘ : | = det A X det D. A et D matrices carrées
1 Déterminant de Vandermonde
1 a af . a’f‘l
1 o a ... &
I @ & o oot
3 3 3 = ]—[ (Gj — d,‘).
i ; Igi<j<n
1 a, a ai!

3.4 Réduction des endomorphismes

(2, Eléments propres

feL(E) 1€¢K xeE avecx#0
f(x) = Ax

Si A est valeur propre de f, le sous-espace propre
Exf)={x€E ; f(x) = Ax}

g1 =2
comporte les vecteurs propres de f associ€s a A et le vecteur 0.

A valeur propre de f associée a x

x vecteur propre de f associé a A

Le spectre de f est I’ensemble de ses valeurs propres.
Définitions analogues pour A € M(K).
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(2 Polynéme caractéristique

Xa() = det (11— A)

Les zéros de y4 sont les valeurs propres A; de A.
A est valeur propre d’ordre m, si A est un zéro d’ordre m, de y,.

On a toujours 1 < dim(E,) < m,.

n n
Siysestscindé: trA = — Zzlk et detA = (—1)" l—lﬂk ;
k=1 k=1

(2] Endomorphisme diagonalisable

f diagonalisable : il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est dia-
gonale, ou encore : il existe une base de E formée de vecteurs propres de f.

(2 Condition suffisante

Sidim £ = netsi f an valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable.

Condition nécessaire et suffisante

[ diagonalisable
= [E est somme directe des sous-espaces propres ;
<= [E admet une base de vecteurs propres ;

<= le polyndme caractéristique de f est scind€ et, pour toute valeur propre
Ay d’ordre my; ,ona:
dim(E,,) = my .

A MP Endomorphisme nilpotent

le plus petit k est I'indice de nilpo-

. _ " k _
f nilpotent : 3k € N* tel quef™ =0 ‘ tence de f.
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Polynéme d’un endomorphisme

A PX)=ag+a1 X+ -+a,X?,onassocie P(f) =apldg +aju+-- - +apu’.

P est un polyndme annulateur de f si P(f) = 0.

® MP Théoréme de décomposition des noyaux

Soit Py, ..., P, des éléments de K[X], deux a deux premiers entre eux, de pro-
duit égal a P, alors :

Ker( P(u)) = @ Ker( P;(u)).
i=1

A MP Polynéme minimal

L’ensemble des polynémes annulateurs de f est un idéal de K[X]. L’unique po-
lyndme normalisé€ qui engendre cet idéal est le polynome minimal de u.

(2 Polynéme annulateur et diagonalisabilité

f est diagonalisable si, et seulement si, il existe un polyndome scindé, annula-
teur de f, dont toutes les racines sont simples.

(2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Si E est de dimension finie, le polyndme caractéristique de f est un polyndme
annulateur de f.

Le polyndme minimal de f divise donc le polyndme caractéristique de f.

3.5 Espaces vectoriels euclidiens

‘

Produit scalaire
Un produit scalaire ¢ sur E est
une forme (application de E? dans R)

bilinéaire (linéaire par rapport a chaque variable)
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symétrique Vi, y)eEXE  ¢(x,y) = ¢y, X))
définie, positive (Vx e E\ {0} w(x, x) > 0)

On dit que (E, @) est un espace préhilbertien réel. Si, en plus, il est de dimen-
sion finie, c’est un espace euclidien.

@(x,y) se note < x|y >ou (x]|y)ou x-y.

‘

Norme euclidienne

E étant un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire, en posant

VxeE 2] = i< x]2>

on définit une norme sur E, ¢’est-a-dire qu’on a les propriétés :

Vxe E ¥l =« 0= x5=40 (séparation)
YVAeR VxeE x| = |A] |]x]| (homogénéité)
VxeE VYyekE lx + | < ||xl| + [yl (inégalité triangulaire)

‘

Inégalité de Cauchy-Schwarz
VxeE VyeE  |<x|y>|<Ilyl

Dans cette inégalité, 1’égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés.

Vecteurs orthogonaux

e Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si < x|y > = 0; on note x_Ly.

e Une famille de vecteurs (x;);c; est orthogonale si ses vecteurs sont deux a
deux orthogonaux.

e Une famille de vecteurs (x;);e; est orthonormale si elle est orthogonale et si
les vecteurs sont tous unitaires.

e Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
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b Méthode d’orthogonalisation de Schmidt

e Soit (xy,...,X,) une base de E. On construit par récurrence une base ortho-
gonale (yi,...,¥,) de E en posant :
k-1
. <V ‘ X >
Vi =X puis Y :xk—zzl,-y,- avec 4j=——-— -
— <yilyi>

e [l reste a diviser chaque vecteur obtenu par sa norme pour obtenir une base
orthonormale.

Supplémentaire orthogonal

Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont dits supplémentaires orthogonaux
s’ils sont supplémentaires et si tout vecteur de F' est orthogonal a tout vecteur
de G. On note :

8
E=FadG.

i Projection orthogonale

> projecteur sur F parallelement a G . n
PF ) pp stE=Fe&eG
<6 [x > €. si(ey,...,ep)est une base orthonor-

i=1 male de F.

YxeE pp(x)=

1 Distance d'un vecteur a un sous-espace

d(x,F) = inﬁf ||x — z|| est un minimum atteint en un point, et un seul, z = pg(x),
7€

etl’'ona:
I = Ipr@I® + d(x, F)*.
b Inégalité de Bessel
Si (ey,...,ep,) est une base orthonormale de F,on a:

g
2
vxeE ) |<eilx> [ <l
B
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O MP Hyperplan affine

Dans un repere orthonormal, un hyperplan affine H défini par un point A et un
vecteur normal Tx’(arl , .., @) admet pour équation :
i}

me;+h=0.
i=1

e
-AM
La distance d’un point M de E a H est : d(M, H) = [ |

71

& MP Suite totale

Une partie F d’un espace préhilbertien réel E est dite totale si I’ensemble des
combinaisons linéaires finies des éléments de F est dense dans E.

Si (ep)rene est une suite totale d’éléments de E, tout vecteur de E est limite
d’une combinaison linéaire (finie) de vecteurs de cette suite.

0-06 Isométrie vectorielle

Dans E euclidien, un endomorphisme f est une isométrie vectorielle (ou endo-
morphisme orthogonal) s’il vérifie les propriétés équivalentes :

e f conserve la norme : Vxe E LF ol = |1l
e f conserve le produit scalaire : Vx,yeE < fx)|f(y)>=<x]|y>.
e [] existe une base orthonormale B telle que f(B) soit une base orthonormale.

e Pour toute base orthonormale B, f(#8) est une base orthonormale.

0-6 Matrice orthogonale

Une matrice carrée A est dite orthogonale si elle vérifie les propriétés équivalentes :

e C’est la matrice de passage d’une base orthonormale 8 a une base orthonor-
male B'.

e Les vecteurs colonnes vérifient: Vi Vj < G |Ci>=dy

e 'AA=1], & 'A=A""



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

3. Algebre linéaire et multilinéaire 67

O - ® Déterminant d’'une matrice orthogonale

Si A est une matrice orthogonale, on adetA = 1.

O - Isométries vectorielles en dimension 2

Soit A une matrice orthogonale d’ordre 2.
e SidetA = 1, c’est la matrice de la rotation d’angle 0 tel que trA = 2 cos 6.

e SidetA = —1, c’est la matrice de la réflexion dont I’axe est constitu€ par les
vecteurs invariants.

& MP Rotations en dimension 3

Soit A # I3 une matrice orthogonale d’ordre 3 telle que detA = 1.

Il s’agit de la rotation
dont I’axe est constitué par les vecteurs invariants
dont I’angle 8 vérifie : tr A = 1 + 2cos .

(2 Endomorphisme symétrique

e f € L(E) est symétrique si :
VxeE VyeE < fxX)|y>=<x|fy)>
e Si A est la matrice de f dans une base orthonormale %, on a

f symétrique &< ‘A=A.

® Diagonalisation d’un endomorphisme symétrique

Soit f un endomorphisme symétrique de E.

e [ e polyndme caractéristique de u est scindé sur R.

e 1 est diagonalisable dans une base orthonormale.

e F est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u.

e Si A est une matrice carrée symétrique, il existe une matrice diagonale D et
une matrice orthogonale P telles que :

A=PDP'=PD'P;
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4. Calcul des probabilités

4.1 Evénements et probabilités

e Pour dénombrer des situations, on se pose les questions :

— quel est le nombre n d’objets de référence ?
— quel est le nombre p d’objets concernés par une situation ?

— les p objets sont-ils considérés sans ordre (en vrac ; tirage simultané) ou avec
ordre ?

— les répétitions sont-elles impossibles (les p objets sont tous distincts ; tirage
sans remise) ou possibles (tirage avec remise) ?

e Quand une situation comporte plusieurs choix :
— on effectue un produit quand on doit faire un choix, puis un autre . ..
— on effectue une somme quand on considere un cas ou bien un autre

e Bilan

sans répétition | avec répétition

avec ordre AL n’
n

sans ordre ( ) =
P

ik Nombre d’applications

e n” estle nombre d’applications d’un ensemble a p éléments dans un en-
semble a n €l€éments.

e C’est le nombre de facons d’extraire p boules parmi n boules, avec remise et
en tenant compte de 1’ordre.

L Arrangements

o Al = ——— est le nombre d’applications injectives.
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e C’est le nombre de facons d’extraire p boules parmi 7 boules, sans remise et
en tenant compte de 1’ordre.

‘

Combinaisons

n n!
@ T ee——
(p) pln—p)!
C’est le nombre de parties a p éléments dans un ensemble a n éléments.

est le nombre de combinaisons de n éléments pris p a p.

e C’est le nombre de facons d’extraire p boules parmi n boules, sans remise et
en vrac.

Evénements

‘

e A est réalisé si, et seulement si, A n’est pas réalisé.

e A N B est réalisé si, et seulement si, tous les événements sont réalisés.

Si AN B =0, les événements A et B sont incompatibles.

e A U B est réalisé si, et seulement si, I’un au moins des événements est réalisé.

Probabilité
Application P de P(Q) dans R, qui vérifie :

|

P(A) = 1 — P(A) 0<PA)< 1
PQ) =1 P(@)=0
Si A et B incompatibles : Dans le cas général :
P(AU B) =P(A) + P(B) P(AU B) = P(A) + P(B)
—P(AN B)
Dans le cas particulier d’une probabilité uniforme sur £ fini :
cardA
Kia) = cardQ

‘

Probabilités conditionnelles

Soit A un événement tel que P(A) > 0. En posant, pour tout B :

P(A N B)

Ps(B) = PA)

on définit une probabilité dite probabilité conditionnelle relative a A.
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P4(B) se note aussi P(BJA) et se lit probabilité de B sachant A.

Probabilités composées

‘

C’est I’€galité précédente €crite en ligne :
P(AN B) =P(A) X P(B|A)
et sa généralisation, qui commence par :
P(ANBNC)=PA)xP(BIA) x P(C|A N B).

Probabilités totales

‘

Soit (Ap)i1<k<n un systeme complet d’événements de probabilités toutes non
nulles. Pour tout événement B, on a :

P(B) = Z P(BNA;) = Z P(Ay) X P(BIAy).
k=1 k=1

1 Formule de Bayes

Soit (Ag)i1<i<n un systeme complet d’événements de probabilités toutes non
nulles et B un événement tel que P(B) > 0.

Pour tout j € [1,n]],ona:
P(A;) X P(BIA))

P(A;|B) =

n

> F(A0) x P(BIAY)
k=1

1] Indépendance de deux événements

On dit que deux événements A et B sont indépendants si :
P(A N B) = P(A) X P(B).

(1) Indépendance mutuelle de » événements

Des événements Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants, ou indépendants
dans leur ensemble, si, pour toute partie / de [1,n],ona:

B( ﬂ Aj) = H P(A;).

iel iel
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4.2 Variables aléatoires

0-0 Loi de probabilité

Dans le cas ou les valeurs possibles pour X constituent un ensemble fini, ou
infini dénombrable, Q;, connaitre la loi de probabilité (ou distribution de pro-
babilité) de X, c’est connaitre les valeurs x; et les probabilités élémentaires :

V.?C,' = .Q] P(X = }C,') = pi.

0-06 Espérance
e Définition
EX) = Z X pi. somme dans le cas fini,
i série dans le cas infini dénombrable

e Théoreme du transfert

E|g(X)] = Z 2(x) P(X = x;). somme dans le cas fini,
; série dans le cas infini dénombrable

‘

Variance
V(X) = E|(X -~ EX))’| = EQX*) ~ (E(X))’

L’écart type est défini par o(X) = /V(X).

‘

Variable centrée réduite
Pour a et b réels, on a toujours :
E@X+b)=aEX)+b : VX +b) =a*V(X).

X—-EX
Si V(X) # 0, en posant Y = W()) on obtient E(Y) =0et V(Y) = 1.

Y est la variable centrée réduite associée a X.

L Inégalité de Markov

Si X ne prend que des valeurs positives :



72 [1] Mathématiques

Ve >0 P(lXI}a)aé@-
fa

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

e

Ve>0  P(|X-EX)|>e)< =

Couple de variables discretes

Soit X et ¥ deux variables discrétes définies sur le méme espace probabilisé.
Connaitre la loi du couple, c’est connaitre les probabilités élémentaires :
Y Xx; Vy_; P(X =xet Y = y_,-") = Dij-

On peut en déduire les lois marginales

deX: P(X=x)=) py=pi ‘deY: P(Y =y))= Y pij =D,
J i

‘

Lois conditionnelles
e Loide X pour ¥ = y; fixé :
P(X=xjetY =y;) pij

P(X:xj}’:yﬂ: P(Y—y) :p .
- JJ -J

e Loide Y pour X = x; fixé :
P(X= X; et Y=yj) B Pij
P(X = x;) b

P(Y =y|X =x;) =

€ Indépendance de variables discrétes

e X et Y indépendantes :

(i, ) Pij = Pi. D.j-
e X|,..., X, mutuellement indépendantes :

V(X1 %) €R P[ﬂ(xf - x;)] =[ [pexi = x)
_i=1 i=1
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i Somme et produit de variables aléatoires

e X et Y quelconques
E(X+Y)=EX)+ E(Y)
VIX+Y)=V(X)+ V(Y)+2Cov(X,Y)
e X et Y indépendantes

Cov(X. ) =10
VIX+Y)=V(X)+ V()
E(XY) = E(X) E(Y)

eX,,..., X, quelconques

Bt X = EX ot B,

V(X 4+ X,) = ) V(X)+2 ) Cov(X;, X)).
i=1

i<f
®X|,..., X, deux a deux indépendantes
VX +---+X,) = V(X)) +--- + V(X,).

O MP Moments d’ordre %
Moment d’ordre k

Moment centré d’ordre k
= oy
= EXY = ) xip e = E|(X - EX))'|

‘

Inégalité de Cauchy-Schwarz

[EXY)])* < EXPEWY?)

|

Covariance

Cov(X.Y) = E|(X - EX))(Y - E(Y))| = E(XY) - E(X) E(Y).
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® PSI Coefficient de corrélation
_ Cov(X.Y) _
XY = (X) o(Y)
On a toujours : —1 < pyy < 1.

Loi uniforme discrete

I

e [oi de probabilité

Soit n € N, Une variable aléatoire X suit une loi uniforme discrete si X prend
n valeurs possibles avec la probabilité é pour chaque valeur.

e Espérance et variance

Si X suit la loi uniforme discréte sur [1,n],ona:

n+1 n —1

‘

Loi de Bernoulli
e Loi de probabilité

X suit la loi de Bernoulli de parametre p €Jo; 1[, notée B(p) ou B(l1, p) si
X)) ={0,1)etsi:

BX=1)=1 : PX=0)=1-p=aqg.
e Espérance et variance

EX)=p : VX=pg

Si X,..., X, sont mutuellement indépendantes et suivent la loi B(p), alors
X + -+ X, suit la loi B(n, p).

Loi binomiale

e [oi de probabilité

X suit la loi binomiale de parametres n € N* et p €]0, 1[, notée B(n, p), si
I’univers-image est [0, n] et si :
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n

vkelo.n] P =k=(;)rq

n—k

e Espérance et variance
EX)=np : V(X) = npq.
e Somme

Si X suit la loi B(ny, p) et Y laloi B(n,, p) et si X et Y sont indépendantes, alors
X + Y suit la lo1 B(n| + ny, p).

‘

Loi géométrique

e [oi de probabilité

X suit la lo1 géométrique de parametre p €]0, I[, notée G(p), si I'univers-image
est N* et si :

VkeN* PX=k)=pq.
e Espérance et variance

1
EX)=~ : VX)=-2%.
P P

l

Loi de Poisson

e [oi de probabilité

X suit la loi de Poisson de parametre 4 > 0, notée (1), si I’univers-image est
Netsi:
k

A
Vk e N P(X:k):e‘f‘g :
e Espérance et variance

EX)=1 ; VX) =41

l

Fonction génératrice

Gx(t) = E(F) = ZP(X = k) £,
k=0
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EX)=Gy(1) ; V(X)=G¥)+Gy(l) - [Gy(D]
X et Y indépendantes = Gy, y(t) = Gx(t) Gy(¢)

(2 Fonctions génératrices des lois usuelles

e Loi de Bernoulli B(p)
Gx(D)=1-p+pt F=
e Loi binomiale B(n, p)
Gx()=(1-p+pn)' S
e Loi géométrique G(p)

pt 1

Gxl) = T-a—py 1-p

e Loi de Poisson P(1)

Gx(f) =¥l R = +c0

Approximation de la loi binomiale

par la loi de Poisson

A* : : B
VkeN lim PX,=k)=e? = | XnsuitBx, p,) lim np, = 4

oo k!

Loi faible des grands nombres

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes admettant la méme

n
5 . ; 5 1
espérance u et la méme variance o”. En notant M,, = — Z X; leur moyenne :
n
i=1

Ve>0  lim B(|M, —pl > &) =0.

H—r OO
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Informatique

1. Environnement informatique

‘

Ordinateur

Les machines (ordinateurs) telles qu’elles ont été congues a 1’origine par von
Neumann (1945) s’appuient sur I’architecture suivante :

> des blocs de mémoire pour le stockage de I’information ;

> un processeur pour le controle et les calculs ;

> des périphériques ;

> un canal de communication entre les entités précédentes (le bus).
Physiquement, en dehors des périphériques (clavier, écran, etc.) qui servent
les interactions avec la machine, ces éléments constituent 1’ unité centrale. Le
fonctionnement d’un ordinateur repose sur le modele théorigue de la machine
de Turing : recevoir (lire) une information (codée), I’interpréter et en produire
une nouvelle.

C’est I’exécution d’un treés grand nombre de ces cycles pendant un temps ex-
trémement court qui rend les processus informatiques extraordinairement effi-
caces.

‘

Codage

L’information échangée entre les différents éléments d’un ordinateur est écrite
avec les deux chiffres O et | (un bit), elle est codée en binaire. Chaque opération
complexe se traduit en des mots assez longs, dont la taille est généralement
évaluée en multiples d’octets (8 bits) : 1 ko (kilo-octets) = 2'° = 1024 octets,
1 Mo (méga-octets) = 2'° ko, etc. Pour permettre la correction des erreurs en
cours d’acheminement, I’information est accompagnée d’un code qui permet
d’en controler I'intégrité. Par exemple, I’information peut €tre codée a 1’aide
de mots de 7 bits accompagnés d’un huiticme bit déterminé de facon a ce que
le nombre de 1 dans I’octet soit pair (bit de parité).

Systemes d’exploitation

On le comprend, penser et organiser les processus au cceur de I’ordinateur n’est
pas chose aisée ! On dispose alors d’un systéme d’exploitation, autrement dit
une couche logicielle a I’'interface entre la machine et 'utilisateur. Ces pro-
grammes sont le résultat de développements longs dans la durée et complexes
dans la mise en ceuvre, il en existe tres peu.
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‘

Langages de programmation

Pour faire réaliser des tiaches précises (algorithmes) a I’ordinateur, il faut les
¢crire dans un langage qu’un programme pourra traduire de facon a ce que le
systeme d’exploitation puisse en commander 1’exécution.

Il existe des langages de bas niveau qui demandent peu de traduction, dont les
instructions qu’ils utilisent sont proches de celles des processeurs, et des lan-
gages de haut niveau, plus proches de I’utilisateur pour la syntaxe et donc plus
€loignés de la machine.

On fera aussi la distinction entre les langages compilés (les programmes sont
traduits en code exécutable directement par la machine — compilation — et
exécutés ensuite), et les langages interprétés (les programmes sont traduits et
exécutés simultanément). Avec les premiers une compilation suffit pour exécuter
ensuite autant de fois que I’on veut le programme alors que pour les seconds
toute I’interprétation est reprise a chaque fois !

Logiciels

‘

Les logiciels sont des programmes qui ont ét€ écrits dans un langage et com-
pilés. Le terme de logiciel pourrait aussi s’appliquer a des programmes écrits
avec un langage interprété mais on lui préférera celui de script.

Généralement, les logiciels sont écrits pour proposer a |’utilisateur une inter-
face encore plus adaptée a des taches données. Le plus souvent, |'utilisateur
interagit avec le logiciel a 1’aide de la souris (clic sur des icOnes, sélection de
texte, déplacement d’objets figurés, etc.) et du clavier (entrée de chaines de ca-
racteres, etc.). Le systeme d’exploitation est un logiciel.

Quand ils ne présentent pas d’interfaces graphiques, des logiciels peuvent étre
utilisés en ligne de commande. L’utilisation se fait a travers un terminal, on
entre une commande suivie d’éventuelles options pour lancer I’exécution. Bon
nombre d’outils accompagnant le systeme d’exploitation s’utilisent comme
cela.

2. Algorithmique

Algorithmes

Pour écrire un programme, il faut I’envisager comme une succession d’instruc-
tions précises et non ambigués destinées a obtenir et garantir les résultats atten-
dus. Des parties de ces séquences correspondent a I’exécution de taches bien
identifiées, elles constituent des algorithmes.

Les algorithmes sont réutilisables, une maniere de bien les préciser est de les
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¢crire dans un langage simple (on dit aussi pseudo-code), ils sont alors fa-
cilement transposables dans un langage de programmation donné. Voici un
exemple :

1. tant que (b — a) > & faire Algorithme de la dichotomie
2.m— (b—a)/2 Etant donnée une fonction f, conti-
3. si f(a) X f(m) > 0 alors nue sur un segment [a,b], qui
4.a —m s’annule sur |a,b], D’algorithme
5. sinon présenté ici décrit les opérations a
6.b < m effectuer pour obtenir une racine de
7. fin si I’équation f(x) = 0 a une précision
8. fin tant que donnée &.

1 Complexité des algorithmes

Il existe des algorithmes naifs et des algorithmes plus sophistiqués pour une
méme tache. Ils se distinguent par le nombre d’opérations élémentaires a ef-
fectuer (complexité temporelle) et la quantité de mémoire utilisée (complexité
spatiale). Il est donc souhaitable d’évaluer la complexité d un algorithme pour
en estimer la pertinence.

3. Programmation en Python

3.1 Généralités

Python est un langage de programmation interprét€ treés facile a utiliser et
disposant d’un grand nombre d’extensions utiles dans le domaine du calcul
numérique. C’est la version 3 de Python qui est utilisée ici.

La grande particularité de Python est qu’il demande une indentation (décalage
des lignes vers la droite) stricte des blocs d’instructions. Ainsi les programmes
auront un maximum de lisibilité, lisibilité accrue par 1’ajout de commentaires
toujours bienvenus !

b Variables

Les variables sont les espaces mémoires que I’on utilise dans un programme
pour stocker temporairement des valeurs. On leur donne un nom et elles ont un
type implicite : entier, flottant, booléen, chaine de caracteres, etc.
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g2=3 i Le contenu de a vaut 3, c’est un entier
b=1.789 # bvaut 1.789, ¢’est un flottant
¢ = "Bonjour” f ¢ est une chaine de caracteres
d = False # d est un booléen, il est positionné a faux
e=f=1,"Hop!” # e et fsont affectées respectivement...

Expressions et instructions

Les variables déclarées sont utilisées dans des expressions permettant de définir
de nouvelles variables ou qui sont soumises a des instructions.

u=axb+2 f axb+2 est une expression
print(c+ “tout le monde ") # print est une instruction
v=a-=—=5b #f @ == b est une expression (vrai si a = b, faux sinon)

i Instructions conditionnelles

Nous avons souvent a orienter la suite des opérations d’un algorithme selon la
valeur d’une variable ou d’une expression ; nous utilisons alors un bloc condi-
tionnel,

delta=b*b-4*a*c
if delta > 0O :
print("Léquation a deux solutions réelles distinctes !”)
elif delta == 0 :
print("I'équation a une solution réelle double !”)
else :
print("Léquation n’a pas de solution réelle ")

Les clauses elif et else sont facultatives.

1] Instructions itératives

Pour répéter une opération un certain nombre de fois ou pour la répéter tant
qu’une condition est vraie, nous disposons de blocs itératifs.
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n,s=15,0  Valeurs de n et s
foriin range(n) : # range(n) produit la liste des entiers de 0 a n-1
S=S+i
print(s) # Somme des entiers de 0 a 14
n,s,i=15,0,0 f§ Valeursden, s et i
while i 15:
S=5+
print(s)

Dans certaines situations, il est possible d’utiliser 1’une ou I’autre des deux
structures, dans d’autres cas, en fonction de la perception que I’on a de 1’algo-
rithme a mettre en place, nous serons amenés a choisir I’une plutot que 1" autre.

La notion de fonction, essentielle en mathématiques a son équivalent en Py-
thon. Il suffit d’utiliser le mot clé def et de faire suivre I’algorithme qui permet
le calcul de I'image en fonction des valeurs données en argument.

def vabs(x) : f# Calcul de la valeur absolue d’un nombre
X =0
return x # x est retourné si x >= 0
else :
return -x f -x est retourné si x < 0
vabs(-3.8 * a) i Calcul de la valeur absolue d’une expression

Lorsque la définition est courte, nous pouvons faire appel a la notion de fonc-
tion lambda, elle dispense de 1’'usage de I'instruction return.

Les deux points ( : ) séparent ici les arguments de la fonction (arguments) de
sa valeur de retour (expression).

carre = lambda x : x * x # le second membre est une fonction anonyme
carre(-4) # Calcul du carré de -4
En réalité, cette structure peut étre utilisée dans un cadre plus général sans pro-

duire de valeur en retour; elle peut servir en particulier a transformer des va-
riables existantes, on parle alors de procédure.

Les variables définies a I’intérieur d’une fonction ont une portée locale, elles
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n’existent pas en dehors. Les variables définies a I’extérieur mais utilisées a
I"intérieur sont bien sfir affectées par les opérations effectuées.

Un grand intérét des fonctions ou procédures est de permettre la segmentation
du programme source, d’éviter les répétitions et d’augmenter la lisibilit€é de
celui-ci.

T Structures de données

En dehors des variables qui constituent les données élémentaires utilisées par
un programme, il existe des structures de données plus complexes, en particu-
lier les listes et les tuples.

a=|[1, 2, 3, "Soleil I"] # a est une liste
b =(4,5) 4 b est un tuple
print(a[2]) i affichage de ’élément de rang 2 de a : 3
print(b[0]) i affichage de I’élément de rang O de b : 4
a[0] =3 # modification de la valeur de I’élément O de a

La différence essentielle entre les listes et les tuples est qu'une fois défini un
tuple n’est plus modifiable, ainsi on dispose de données dont on sait qu’elles
sont figées.

La complexité des structures de données peut s’entrevoir ici, il suffit d’envisa-
ger une liste de listes (matrice par exemple), etc.

3.2 Méthodes numériques

1 Bibliotheques

En programmation, il n’est pas toujours utile de réinventer la roue, il existe des
bibliotheques dans lesquelles nous pouvons puiser des fonctions ou procédures.

Pour utiliser ces bibliotheques, il faut les déclarer, ceci pouvant se faire de plu-
sieurs manieres suivant que I’on veut tout utiliser ou seulement une partie, en
ayant a préfixer (en simplifiant le nom éventuellement) ou pas les éléments em-
pruntés.

import sys
from math import *
from random import randint
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

(1) Méthodes

Le véritable art de la programmation s’apprend dans I’écriture d’algorithmes
progressivement complexes. Les méthodes numériques constituent un domaine
d’expérimentation tres riche : méthode du pivot de Gauss, approximation d’une
intégrale par la méthode des trapézes, méthode d’Euler pour la résolution
d’équation différentielle...

def Euler(f, xi, xf, yi, n) : x, y = xi, yi # Initialisations

IX = [¥] f liste des x

ly = [y] # liste des y

h=(xf-xi)/n # pas de la méthode

for in range(n) : § Approximation pas a pas

y=y+h*f(x,y) # vy suivant

X=X+h # x suivant
Ix.append(x)
ly.append(y)

return (Ix, ly) i Retour des deux listes

3.3 Algorithmique avancée

(2] Piles

Une pile n’est rien d’autre qu’une liste pensée autrement. Au lieu de se repré-
senter les éléments d’une liste cote a cOte en se donnant la possibilité d’accéder
a I’un quelconque d’entre eux via son index, on la pense comme des éléments
empilés les uns au-dessus des autres, le dernier élément étant le seul accessible.

Cette notion de pile peut s’avérer utile dans la constitution d’algorithmes, en
particulier dans leur clarification.

def Creation() : # Création d’une pile, elle est vide au départ !
return []
def Empile(p, v) : i Mettre ’élément v sur la pile p

p.append(v)
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def Depile(p) : # Retourner et supprimer ’élément au-dessus de la pile
return p.pop()

Peu d’instructions suffisent pour gérer une pile !

Dans certains cas, plutdt qu’utiliser un bloc itératif, il parait quelquefois plus
simple de structurer un algorithme en faisant en sorte qu’il s’utilise lui-méme
de facon répétée jusqu’a I’obtention du résultat attendu. On parle alors d’algo-
rithme récursif.

def u(f, n, u0) : # Calcul de u, sachant que u, = f(u,_;) et uy = u0
ifn ==
return u0
else :
return f(u(f, n-1, u0)) i u est appelé ici!

8 La fonction utilisée dans [’appel suivant est f : x — 2x + 3
print(u(lambda x : 2 * x + 3, 10, 1))

La récursivité permet d’avoir une écriture compacte, la complexité peut étre
importante malgré tout. Il est toujours possible de donner une version it€rative
d’un algorithme récursif.

Une activité courante en programmation est le tri de données, en particulier le
tri d’une liste de nombres. Il existe une grande variété d’algorithmes de com-
plexités variables. Le tri par insertion est simple a appréhender, c’est un tri en
place (la liste triée est transformée), il est stable (deux éléments de méme va-
leur auront des positions dont I’ordre est conservé), de complexité quadratique

(de I’ordre de n?, n étant la taille de la liste) dans la plupart des cas.
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def trilnsertion(L) :

for i in range(1, len(L)) : i Parcours de la liste
[ t=i=1, L[
while j >=0and L[j] >t : i Décalage vers la droite
L[j + 1] = L[j]
j—=1
L[j+1] =t # Placement

Le tri rapide (ou quicksort) est un algorithme de la famille diviser pour régner.
L’algorithme présenté ici ne trie pas en place, il n’est pas stable mais sa com-
plexité est en moyenne de 1'ordre de n In(n).
def triRapide(L) :
n=len(L)
ifn=<=1:
return L
else :
pivot = L[len(L) // 2]
inferieurs = triRapide([x for x in L if x < pivot])
superieurs = triRapide([x for x in L if x >= pivot])
return inferieurs + [pivot] + superieurs

Le codage ci-dessus n’est pas vraiment optimis€ mais il montre la compacité
que I’on peut atteindre avec le mode de création des listes en compréhension.

4. Bases de données

Les bases de données relationnelles contiennent des tables a deux dimensions,
les lignes contiennent les enregistrements et les colonnes désignent les attri-
buts.

Les informations élémentaires sont donc a I’intersection d’une ligne et d’une
colonne. Un systéme de gestion de base de données (SGBD) propose différentes
instructions pour isoler les informations recherchées (faire des requétes).

Chaque attribut d’une table possede un type fixé : numérique, chaine de ca-
racteres, etc. autorisant certaines opérations ou non.
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@b L’instruction SELECT

L’instruction SELECT a deux fonctions, 1’affichage et la construction de nou-
velles tables, déduites des tables existantes.

SELECT “Bonjour tout le monde !”, 5, 32.0/8

ik Projection

Affichage de tous les enregistrements avec tous leurs attributs (* est un joker) ;
c’est en quelque sorte I’opération identité.

SELECT * FROM table1

Affichage de tous les enregistrements avec certains, seulement, de leurs attri-
buts ; c’est une projection ou une réduction de table en colonnes.

SELECT nom, prenom FROM table1

Cette instruction provoquera I’ affichage des attributs nom et prenom de tous les
enregistrements contenus dans la table tablel, elle se note :

Tnom, prenom (tablel).
SELECT pays, population/superficie FROM table2

La table construite ici posqede un attribut (population/superficie) absent de la
table initiale mais calculé a partir des attributs de celle-ci.

1 Sélection

Pour ne sélectionner que certains enregistrements, répondant a une condition,
on utilise la clause WHERE.

SELECT nom, prenom FROM table1 WHERE annee > 1990

La table obtenue est constituée des attributs nom et prénom pour les enregis-
trements dont I’attribut annee (de naissance, par exemple) est supérieur a 1990.
Notation :

Tnom, prenom (Tannee>1990(tablel)).
Comme on peut le retrouver dans la notation, deux opérations successives ont
été effectuées : sélection des enregistrements puis projection des attributs.

Les opérations de sélection ne se limitent pas a des comparaisons directes, elles
peuvent s obtenir a partir de calculs plus complexes.
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SELECT pays, superficie FROM table2
WHERE population/superficie > 100
ORDER BY pib ASC
Ici, on sélectionne les enregistrements dont le quotient entre population et su-

perficie est supérieur a 100, ces enregistrements sont classés dans le sens crois-
sant de I’attribut pib .

‘

Renommage

Pour rendre plus claire une requéte, il est possible de renommer un attribut
(existant déja ou calculé).

SELECT pays, population/superficie AS densite FROM table2
WHERE densite > 100
ORDER BY densite DESC

Notation :

Ppopulation/superficie—densite (m pays, population/superficie? population/superficie> 1o(table1))).

|

Opérations ensemblistes

Si des requétes proposent, en sortie, des enregistrements avec les mémes attri-
buts dans le méme ordre, il est possible d’en faire I'union (UNION) ou I'in-
tersection (INTERSECT) et d’autres opérations qui dépendent du logiciel de
traitement de base de données utilisé.

Le produit cartésien de deux tables est toujours possible. Si les deux tables ont
respectivement n; et np enregistrements ayant p; et p, attributs alors le produit
cartésien contiendra n; X ny enregistrements ayant p; + p» attributs...

SELECT * FROM table1, table2

Cette requéte va croiser les enregistrements des tables tablel et table2 . C’est a
éviter avec des tables conséquentes !

|

Jointures

Pour croiser des tables sans passer par un produit cartésien qui contient beau-
coup d’informations non pertinentes, on utilise des jointures. 1. association
entre les lignes d’une table et celles d’une autre se fait via la correspondance
des valeurs dans des colonnes de I'une et de I’autre.

SELECT * FROM table1 JOIN table2 On table1.id = table2.id
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Dans la jointure ci-dessus, on suppose 1’existence de deux tables distinctes
contenant des informations relatives aux mémes objets, parfaitement identifiés
par un attribut unique (clé primaire).

La jointure joint les deux tables pour en constituer une troisieme sur laquelle
nous pouvons construire des requétes. Il y a lieu de faire attention aux attributs,
il faut les pointer a la table dans laquelle ils sont définis.

SELECT p.Nom
FROM Pays AS p JOIN Continents AS ¢ ON p.Code = c.Code
WHERE c.Continent = 'Europe’
AND p.Population / p.Superficie < 10

Une activité formatrice est de déduire de la formulation d’une requéte un contenu
minimal des tables concernées ainsi que 1’objet réel de la requéte.

@b Agrégation

Les enregistrements d’une table dont un attribut possede la méme valeur peuvent
etre agrégés (GROUP BY) et des calculs peuvent étre effectués sur ces regrou-
pements.

SELECT p.Nom

SELECT Continent, MAX(Population), Nom FROM Pays

GROUP BY Continent

HAVING Population = MAX(Population)
Il existe béer} stir d’autres fonctions que MAX qui portent sur les enregistre-
ments dgreges.

Le mot clé HAVING sert a effectuer une sélection a I’'inté€rieur d’un regroupe-
ment.
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1. Etude du signal

1.1 Oscillateur harmonique non amorti (ressort horizontal)

Equation différentielle

Py m : masse (kg)
md—ﬁ- =—kx soit mi+kx=0 x = { - {, : allongement (m)
k : constante de raideur du ressort
$+ePr=0 avec w= = (N.m™')
k w : pulsation (rad.s™ ")

Solution de I'équation différentielle

x,, - amplitude de I’allongement (m)
w : pulsation (rad.s™")
x,, et ¢ déterminées grace aux t : temps (s)

conditions initiales @ : phase a I’origine (rad)

x(t) = x,, cos (wt + @)

Période, fréquence et pulsation

1 o T : période de I’oscillation (s)
T=—-=— f : fréquence (aussi notée v) (Hz)
f w . 1
p- w : pulsation (rad.s™ ")
ici I'=2n4 /“I? m : masse (kg)
k : constante de raideur (N.m™")

b Energie cinétique

i E, : énergie cinétique (J)
E.= d m : masse (kg)
iy lmjcz v : vitesse (m.s™})
2 x : allongement (m)
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(1 Energie potentielle élastique

E, : énergie potentielle €lastique
E.. = 1-i«cxz M

pe = 9 k : constante de raideur (N.m™")
x : allongement (m)

1 Energie mécanique

E.E.,E ity & énergies mécanique,
E,=E.+E, cinétique et potentielle (J)
1 m : masse (kg)
i E, = 5 (miz + kx’ ) k : constante de raideur (N.m™")
x : allongement (m)

Conservation de |I'énergie mécanique

JE E,, : énergie mécanique (J)
— =0 ici: mxxX+ kxx=0 m : masse (kg)
k : constante de raideur (N.m_[)

soit  mx+kx =0 x : allongement (m)

1.2 Propagation du signal

L Signal électrique

e Courant €lectrique : déplacement d’ensemble des particules chargées (les
porteurs de charge). Par convention, son sens est celui des porteurs de charge
positive.

e Intensité (du courant €lectrique) : charge totale traversant un conducteur de
section S pendant une durée Af. Se mesure avec un amperemetre.

e Tension : différence de potentiel entre deux points d’un circuit électrique. Se
mesure avec un voltmetre.

@b Signal acoustique

(Déplacement du signal sous forme d’une onde)

e [ntensité ou puissance acoustique : puissance recue par unité de surface.

¢ Intensité ou niveau sonore : mesure logarithmique du son par rapport & une
intensité acoustique de référence (s’exprime en décibel, de symbole dB).
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Signal électromagnétique

|

(Déplacement du signal sous forme d’une onde)

e Onde électromagnétique : onde composée d’un champ électrique et d’un
champ magnétique variant dans le temps et se propageant dans toutes les di-
rections.

e Représentation : X
E

L

AV
/Y

Onde plane progressive

|

e Onde plane : méme valeur en tout point d’un plan perpendiculaire & la direc-
tion de propagation.

e Onde progressive dans le sens des x croissants puis décroissants :

¥ : fonction se propageant (ex :
Wix, 1) = flx —ct) champ électrique)

X : position (m)
P(x,t) = g(x +ct) ¢ : célérité de I’onde (m.s™")

{ : temps (s)

b

e Retard temporel : une perturbation en M a I'instant ¢ arrive en M’ a I’instant
t donc avec un retard temporel T = ¢ — 1.

‘

Onde progressive sinusoidale

e Caractéristiques :

A : longueur d’onde ou période spa-
tiale (m)

A=ecf = ¢ : célérité de I’onde (m.s™')

T : période (temporelle) (s)

v : fréquence (aussi notée f) (Hz)

= e
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e Forme de la fonction (pour les x croissants puis décroissants) :

¥ : fonction se propageant

B i X i V¥, : amplitude de la fonction
) =, cos -w (t B c) g w : pulsation (rad.s ™)
t : temps (S)

X : position (m)
¢ : célérité de ’onde (m.s™!)
¢ : phase a I’origine (°)

(1) Interférences

e L’interférence résulte de la superposition de deux ondes de méme nature et de
méme fréquence. Les sources émettrices de ces ondes doivent étre cohérentes.

¥() =Y, cos w(t+ g)ﬁn:p

e Différence de marche : différence entre les distances d’un point a chaque
source : 0 = d» — d,.

e || y a interférence constructive lorsque les ondes sont en phase (la différence
de marche est un multiple entier de longueur d’onde) et interférence destruc-
tive lorsque les ondes sont en opposition de phase (la différence de marche est
un multiple impair de demi-longueur d’onde).

ik Onde mécanique — onde stationnaire

Onde stationnaire : il y a deux ondes mécaniques qui se croisent mais, vu de
loin, le systeme parait immobile.

Les ventres sont des zones d’interférence constructive tandis que les nceuds
sont des zones d’interférence destructive.
L : longueur de la corde (m)
= nﬂ. n : nombre de fuseaux (sans dimen-
2 sion)
A : longueur d’onde (m)
n |F v : fréquence propre (Hz)
F : tension de la corde (N)
(1 : masse linéique (kg.m ™)
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Onde lumineuse — diffraction a l'infini

: largeur de la tache centrale (m)

: longueur d’onde (m)

: distance fente-écran (m)

: largeur de la fente (m)

: rayon angulaire de la tache cen-
trale (rad)

D : diamétre du trou (m)

Ad
Par une fente ; {~2—

2
R AL A~ T

Paruntrou: [@=1, 22i
D

1.3 Circuits électriques

(1 Intensité du courant

[ : intensité du courant (A)
== q : charge (C)
dr t temps (s)

€ Tension électrique

U ,p : tension entre les bornes A et
V, et Vi potentiels en A et B (V)

o

i, : intensit¢ du courant circulant

Z e L =0 dans la branche & (A)
z it g, = 1 si le courant d’intensité i,
arrive au nceud ; &, = —1 s’il en part

O

u, : tension de la portion k (V)

-0 g, = | siu, est orienté dans le sens
E Uy = : i e
~ de la maille (choisi arbitrairement) ;
g, = —1 sinon
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Puissance

‘

Puissance regue par un récepteur Puissance cédée par un générateur
P (1) = u(n)i(t) P.() = u(@®)i(r)
en convention récepteur en convention générateur

@ PSI Puissance moyenne en régime sinusoidal

1 to+1
P= T f p(t)dt
o

P : puissance moyenne ou puissance active recue sur une période (W) ;
p(t) : puissance instantanée recue par le dipdle (W) ;
T : période des grandeurs sinusoidales (s).

P =Uesrlefs.cosgui

P : puissance moyenne ou puissance active recue sur une période (W) ;
I, ¢y : valeur efficace de I'intensité du courant électrique (A) ;

U.rs : valeur efficace de la tension électrique aux bornes du dip6le (V) ;
¢,/i - déphasage de la tension par rapport a I'intensité (rad) ;

cos ¢, : facteur de puissance (sans dimension).

©® Loi de Pouillet (valable pour une seule maille)

e, : tension de la source dans la por-
Z g6, tion k (V)
D g, = 1 sie, etisont orientés dans le
e — méme sens (i : intensité du courant
ZRf (A)); €, = —1 sinon
f R, : résistance de la portion £ (£2)

® Loi d’Ohm — Puissance dissipée par effet Joule

u : tension (V)

u(t) = Ri(r) R : résistance (Q)

[ : intensité (A)

P, : puissance dissipée par effet
Joule (W)

P(r) = Ri()°




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

1. Etude du signal 95

@ Relation intensité - tension — Condensateur idéal

ik

&

Modele de Thévenin: u = e — ri

Modele de Norton : i =n — —

avece

i : intensité du courant (A)

C : capacité du condensateur (F)

i=C— u : tension aux bornes du condensa-
dr teur (V)

t : temps (s)

&, . énergie €lectrique (J)

C : capacité du condensateur (F)

£ i : tension aux bornes du condensa-
teur (V)

Relation intensité - tension — Bobine idéale

i : tension aux bornes de la bobine
di (V)
u=1rL— L : inductance de la bobine (H)
d i : intensité du courant (A)
t : temps (8)

I::nergie magnétique stockée dans une bobine

&, « énergie magnétique (J)
E = _Li? L : inductance de la bobine (H)
i : intensité du courant (A)

u : tension (V)
e : force électromotrice (fém) (V)

- r: résistance interne (£2)
i
1

U

 : intensité du courant (A)

r= £ (d’apres la loi d’Ohm)
n : courant électromoteur (cém) (A)
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‘

Association de résistances

Série Dérivation

Req=ZRk -}é*q-=ZRik0H Geq;ZGk
k k

) |
R : résistance (Q2) G= = : conductance (S)

Association de générateurs

‘

Modele de Thévenin Modéele de Norton (sources
(sources de tension en série) de courant en dérivation)
€eq = Z Exly fleq = Z ExM
k k

&, = +1 sie (resp. 17;,) et e, (resp. 1) sont dans le méme sens

g, = —lsi e (resp. 17;) et e, (resp. 1) sont en sens Opposés
1 Diviseur de tension
R
A ! B i #:
R it i —
Hpes = 2 p
BC R, +R, AC < =
) uAC
A Diviseur de courant
R,
1'"\’l - J'wl’2
ou
__G .
I2 = —1
G, +6G,

G = % : conductance (S)
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©® Charge du condensateur (1 maille — cas idéal)

U : tension aux bornes du conden-
sateur (V)

E : tension du générateur (V)

uc(t) = E (1 - e_’”) R : résistance (£2)

C : capacité (F)

t : temps (S)

i : intensité du courant (A)

@ Décharge du condensateur (1 maille — cas idéal)

duc u- E
dr T T

avec T=RC

E
1 1) = — e_r‘{T
i(1) 2

du. u, U - tension aux bornes du conden-
o + = 0 avec rT=RC sateur (V)
E : tension du générateur (V)
u () =Ee R : résistance (Q)
C : capacité (F)
I(t) = _E e—!‘fT i temps (S)
R [ : intensité du courant (A)

Etablissement du courant dans la bobine

(1 maille — cas idéal)

di i E E L i : intensit€ du courant (A)
% R L T Tt E: ten-sion du générateur (V)
R : résistance (QQ)
E ‘i
= ( 1 — e~rfr) L : inductance (H)
R t : temps (S)
u; : tension aux bornes de la bobine
u () =E g V)
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Rupture du courant dans la bobine

(1 maille — cas idéal)

i : intensité du courant (A)

1 L E : tension du générateur (V)

T R R : résistance (£2)

L : inductance (H)

t : temps (S)

u;(t)=-E e /T u; : tension aux bornes de la bobine

(V)

Circuit LC idéal — régime libre

U : tension aux bornes du conden-
sateur (V)
w, : pulsation propre (rad.s™")
L : inductance (H)
uc(r) = Ecos (cuot) C : capacité (F)
: : E : tension du générateur (V)
i(t) = —CEw, sin (wor) £ temps (s)
[ : intensité du courant (A)

d?u
dr

c S =
+wy U =0 Wy =

t\‘ —_—
5

Circuit RLC série — régime libre

2
d Ue W, duc

2 w ;
+ ——+wyu- =0 . )
dt 0 di 0 Uc go.n gacteur de qualité (sans dimen
| 0 Lw, 1 o R
w — — — — —_— e =
T VIC R RCuw, T 20 2L
P 2
€quation caractéristique : ?} = 5 wﬂz
=Wy — A
r+2Ar + w02 =0

esi A" > 0soit Q < % : régime apériodique  r= -4+ VA
u=Ae +Be"'

esi A" =0s0it Q= % : régime critique  r = -4 = —w,
u=(At+B) e"
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1
esi A" <0soit Q> 5 : régime pseudo-périodique r=-A+] Vo
u=Ae"Ycos(Qr+ )

ak Analogie oscillateur mécanique amorti

Ressort Pendule simple
d’x  w,dx 5 d’0  w,do 5
—_—+ = =0 — 4+ —=—+w;"0=0
i Qdr 0t d "~ Qdr 0

k w,Mm _ /8 . Wittt
=i B “=Vr ©T

H - - - -
avec fg = —a'v = force de frottement fluide (force dissipative)

b Impédance et admittance complexe

Cas général
5 " | Condensateur
Z== e Y==== 3 g
- - Z u Ze = iCw
Résistance Bobine
Zg =R 2 =)t
Z : impédance complexe Y : admittance complexe
ik Association d’'impédances complexes
Dérivation
Série K = Z ﬁ
— &k
Zeq = Zé : I ( 1 ]
T k so1t —_— —
La T4

® PSI Puissance moyenne en fonction de I'impédance

P=R@.L; on RDU,

P : puissance active recue par le dipdle (W) ;
Z : impédance complexe du dipdle (Q2) ;
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Y : admittance complexe du dipdle (S) ;

lo¢¢ : valeur efficace de I’intensité du courant électrique (A) ;
U,y : valeur efficace de la tension €lectrique aux bornes du dipole (V).

Valeur moyenne d’une grandeur périodique

(g(1)) : valeur moyenne de la gran-
1 deur étudiée (ex : tension, intensité)
(s(1) = T Jﬂ‘ g(ndt T : période du signal (s)

t : temps ()

Valeur efficace d’une grandeur périodique

8. - valeur efficace de la grandeur

1 (! étudiée
8eff \f (&*(1) \/T L g () dr ( gz(t)> : valeur moyenne du carré de

la grandeur

+ I(g(mz = (g(1)) T : période du signal (s)
t: temps (S)
b Fonction de transfert - gain - phase
U e ; )
H(jw) = = H(jw) : fonction de transfert com
e plexe

H(w) : fonction de transfert réelle
ou gain (sans dimension)

Ggg : gain en décibel (dB)

¢ : déphasage de u; par rapport a u,
¢ = arg H(jw) (rad)

(1) Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode en gain (resp. en phase ) représente le gain en décibel

H(w) = |H(jw)l
Gas = 20log H(w)

w

G (resp. le déphasage ¢) en fonction de log — ou de log w avec w la pulsation
wo

de I’excitateur (responsable du régime forcé).
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Filtre passe-bas d’ordre 1

H

" _ 0 L
A 1+j2 Ue C — |Us
w, : pulsation de coupure
b Filtre passe-haut d’ordre 1
|
H(ju) = ¢
yw) = | +j"3" Ue Us
w, : pulsation de coupure
1 Filtre passe-bas d’ordre 2
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2. Electronique

2.1 Stabilité des systemes linéaires

@ PSI Systemes linéaires

e Systeme linéaire invariant : systeme régi par une équation différentielle du
type :

dny dn—ly dy
b, + b, +---+ by — + b
dr T %
B d’"x+ dm"'x+ . dx+
= Gm g T Oml e T

x : grandeur d’entrée du systeme ;
y : grandeur de sortie du systéme ;
{ar} et {b;} : coeflicients réels i€s aux caractéristiques physiques du systeme.

¢ Fonction de transfert :
y(1) ()" + apo (j0)" + -+ a(jw) + ag

Hw) = 0 = by(w)" + by Gw)'=! + -+ - + by (jw) + by

H(w) : fonction de transfert du systeme linéaire invariant ;
n : ordre du systeme lin€aire invariant.

e A une entrée sinusoidale d’amplitude X, correspond une sortie sinusoidale
d’amplitude Yy = |H(w)| Xo, déphasée par rapport a x(t) de ¢ = arg H(w).

x — Ho) —2

® PpSI Stabilité des systemes linéaires

e Un systeme lin€aire invariant est stable s’il retourne spontanément vers son
état d’équilibre apres en avoir été €carté.

e Condition de stabilité d’un systeme lin€aire invariant du premier ordre de
fonction de transfert :

_a1(jw) +ag

HO = Gy b

by et by doivent tous les deux avoir méme signe.
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e Condition de stabilité d’un systeme linéaire invariant du second ordre de
fonction de transfert :

ar(jw)* + a1 (jw) + ag

e P+ b1l + b

by, b et by doivent avoir méme signe.

e Plus généralement, un systeme linéaire invariant de fonction de transfert H
est stable si, et seulement si, les racines du polyndme caractéristique :

b + by e+ byr+by =0

sont réelles négatives ou complexes conjuguées a parties réelles négatives.

2.2 L’amplificateur linéaire intégré et la rétroaction

& PSI Présentation

e Définition - nomenclature o _
u - gain différentiel en tension (sans

unité) ;
v_ : tension entre la sortie et la

v =pu(y, —v) =
&Hof L masse du montage (V) ;

v, = v, —v_:tension différentielle

d’entrée (V).

L i

& " . i

? I —

7 = o} N
L
’ _>_ L
l + l)-"'
v
v T

e Modeles d’A.L.L

1. I’A.L.L. idéal ou parfait :

> le gain différentiel u — + o0

> impédances différentielle d’entrée Z, et de mode commun Z _ tendent en
module vers I'infini. D’'oui, =i =0;

> I"impédance de sortie Z_= 0.

2. U A.L.L a gain différentiel passe-bas du premier ordre :
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= i = po trés élevé mais fini (10° - 10°) ; les fréquences de coupure

- l+4+jtw
(1/2m7) : 10 et 100 Hz.
> Les impédances d’entrée sont infinies ; I'impédance de sortie nulle.

3. Un troisieme modele tient compte des valeurs finies des impédances.

1,
>

| ;

i

4. Un quatrieme modele tient compte des limitations de la tension et du courant
de sortie de I’A.L.L

e Caractéristique statique v,(vy) :

Pour traiter lin€airement une gamme
é¢tendue de tensions de manicre Vst
intéressante, I’ A.L.I. est inséré dans Ve ,
des montages a contre-réaction ou a i ;;m
rétroaction. v v j "y,
Kloes, e [——— et ] /I
H =T,
et v, = py,. L'ALIL fonctionne en .
régime lin€aire.

Exemple de rétroaction :
le montage amplificateur non inverseur

e Modele 2 de I’A.L.L utilisé :

: R
7 M= ) .
= - R+Ry™
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L’A.L.L. est Iorgane actif : chaine directe ; le bloc de fonction de transfert
R,

R, +R>

: chaine de retour.

e Fonction de transfert du montage :

_ Y K 1
,,,__,.—_.= R 0 - B
v, 1+m£ |+ j7w
Hyt
H=H70.;H0: 1;.0 et = 2
- 1+ jrw 1 + == Ho

R]+R2 'uc'

e Equation différentielle liant les tensions d’entrée et de sortie :

sdy
dfs +vs = Hov,
RI + RZ . . R] + R2
Hy ~ : gain statique lorsque g > 3
R[ Rl
o e o R
T = : fréquence de coupure du montage bouclé; f, = f. |1 + ] tol:
21’ R + R,

fi > f., lafréquence de coupure de I’A.L.L

Hy x f! = po X fe

Lo X f. : produit gain bande (Hz).

@ PSI Quelques montages a rétroaction

e Comparateurs simples ou sans seuil

(a) Montage suiveur ; (b) Montage amplificateur inverseur ;
(c) Montage intégrateur
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e Théoreme de Millmann
N

Z..Y_i Yy

=l
L

¥,
=1

i
v, : potentiel d’un nceud auquel arrivent N branches ;

ZA
Y. : admittance d’un dipdle de la branche i dont une borne est connectée a A ;
v, : potentiel a I"autre borne du dipdle d’admittance Y.

v R> 1
H===1 » Ho= === © H = - ——
-y, = R, - JRCw

H , : fonction de transfert du montage suiveur;
H, : fonction de transfert du montage amplificateur inverseur ;

H . : fonction de transfert du montage intégrateur.

Les impédances d’entrée en général €levées et les impédances de sortie tou-
jours petites de ces montages font qu'on peut les associer en cascade les uns
aux autres sans provoquer d’influences notables entre eux.

2.3 L’A.L.lL. et la réaction positive

Montages non bouclés :

les comparateurs simples

e Comparateurs simples ou sans seuil : schéma électrique

Fs 'V: - 'v;
i
‘ Y - + Vi i LY BN + Vear
Ve[ de “\v Vd Tvﬂ.
L 4 »V, — » Vg
T T?F ™ ve/]\ w
(a) —— - Ve o ®)  -Fal——

(a) comparateur positif; (b) comparateur négatif
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e Caractéristique de transfert

Comparateur positif | Comparateur négatif
Si Ve > 0 Vs = +er Vs = _V.s‘af
sive, < 0 Vs = — Vit vy = +Vea

e Réponses a une tension sinusoidale

+ V\'m’n Vs — * V.s'ru' “' """ vs
i Vm W + Vm i v
V. e
> vl
-V fi | T 305 K Vm """ iy
w Vsat ______ (a) 2 p:;a! _ (b)

Les tensions de sortie ne sont pas sinusoidales, contrairement aux tensions
d’entrée. Ceci traduit le caractere non linéaire des dispositifs en question.

O PSI Montages a réaction positive

e Signalement d’une réaction positive : il y a réaction positive sur I’ A.L.I. lors-
qu’une liaison électrique externe existe entre son entrée non inverseuse et sa
sortie.

e Méthode d’étude :

|. exprimer les tensions v_ et v, en fonction de la tension d’entrée du montage
v, et de sa tension de sortie v,

2. faire I’hypothese vy = + Vi, et en déduire une condition sur v, sachant alors
que v_ < v,

3. faire I’hypothese vy = — V,, et en déduire une autre condition sur v, sachant
alors que v, < v_

4. tracer la courbe représentative de v (v,), appelée caractéristique de transfert
du montage, traduisant les deux conditions obtenues.

e Comparateur a hystérésis négative

RE + V:\(H‘ vs
R,
=1 &
vy > Ve
y 1 /“Is = Vmu’! T Vi—mh‘ ’
L
. (b)
( ) _er
R,
avec Vieyit = ———— V-

R +R>
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e Comparateur a hystérésis positive

J.?E‘ +- P).\:fﬂd VS
U P O
- I T
= E t * V.
VLW_ - /‘\rs i V.—te'm':r o Ifti‘r.’nfi ’
W -
(a) (b) =
Ry
avec V.Teuif = R— anr .
o)

e Réponses a une tension sinusoidale

=+ Ijsur‘h VS — + er J:' ————— vs
+qu +V
/7\ ______ 7{,\ _____ 1 e etV f\\ ______ A -
» ! » !
AN A o, A
seil
'Vm‘ “““ = 'Vm D e =
'V:mr e (a) 'Vsar o (b)

e Etude de la stabilité du comparateur a hystérésis négative : I'A.L.1. est modélisé
par une fonction de transfert du type passe-bas du ler ordre.

I ¥
Vo ——> _,d e - > Vg
+
v = . Ho
Y o L —1—g7
R} #0R|+Rg _](J'J
R, +R,

H : fonction de transfert pendant une phase de fonctionnement linéaire ;
Ho © gain statique de I’A.L.IL. ;

7 : constante de temps du filtre passe-bas de son modele ;
Ry, R; : résistances du montage.

e ['équation différentielle associée est :

dvs + RI 1
-7 —— =1V, =pugv,
dr . R[ +R2 ¥ =H0

Les coeflicients du membre de gauche de I'équation différentielle ne sont pas
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g : R ; ,
de méme signe en pratique car p ﬁ > 1. Le montage est instable : il y
1 + K2

a divergence de la tension de sortie.

2.4 Les oscillateurs

& PSI Définition

Oscillateur : systeme bouclé instable capable de générer un signal de sortie
périodique (une tension entre la sortie et la masse du montage) en 1’absence de
signal d’entrée.

Les oscillateurs quasi sinusoidaux

e Structure

e
L]
|
(o
| owt
[
N
(@)
'
N
=

I

e Condition d’oscillation
GH-=

: fonction de transfert de la chaine directe (A.L.L.);

G
H : fonction de transfert de la chaine de retour (passe-bande).

e Exemple : I’oscillateur a pont de Wien

chaine de retour
filtre passe-bande

chaine directe
amplificateur
non inverseur
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; ; ; ; R
Chaine directe : A.L.I. en amplificateur non inverseur; gain G = 1 + R—2 :
|
N 1 | TW
Chaine de retour : filtre H = - J : avec T = RC.
— 31-(twi+jtw
1 R
— = — et 1 + — = 3. Sa tension de sortie est
T RC R,
régie par la relation v = GHy_d’équation différentielle associée :

dZT‘)S+dvs+(l—6)v =0
drr  dt 3) %

G > 3 en pratique : les trois coefficients de 1’équation caractéristique ne sont
pas de mé€me signe donc le systeme est instable.

(2| Les oscillateurs de relaxation

e Exemple d’oscillateur a A.L.L

Condition d’oscillation : w =

R S o
R . constitué d’un montage intégrateur
i . . . PR
o R P e S o suivi d’'un comparateur a hystérésis
] Tt },5 positive dont la tension de sor-
Tve R o tie fournit la tension d’entrée de
i & o o "
I’intégrateur.
e Graphe des tensions v, et v;
+Vﬁ'ﬂ|f“ vs
+V,

AN 4 AN 4 AN V74 AN
BN IN 1 N

=4 RC — T : période de v; et de v;.
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e Un exemple a porte logique :

ﬂ A Vﬂu 4 5

1
JL, F -
1% @ & Vs Ve W o

(a) Oscillateur de relaxation a porte NAND ; (b) Caractéristique de transfert de
la porte logique.

Les équations différentielles régissant la tension v¢ sont :

d

T % +ve=Vss avec Vc(0)=Vp (1)
d Ve

T Vop avec Ve(0)=Vy (2)

avec T = RC. La phase (1) s’acheéve lorsque ve = Vy ; la phase (2), lorsque
Ve = Vp.
Elles conduisent aux graphes de ve et v; :

V

< —

VP—VSS) (VDD—VN)
T=T+Tr=tIn|———+7In|—
L (VN_VSS Vop = Vp

T : période de I’oscillateur.

2.5 L’échantillonnage

e [’échantillonnage d’un signal s est le prélevement de ses valeurs pour une
suite d’instants discrets {t,},ez, qui conduit a I’ensemble {s(1,)},ez.

e ['échantillonnage du signal est périodique si les instants d’échantillonnage
sont de la forme : ¢, = 1ty + n.T,, avec n € Z; ty est un instant arbitraire et 7,
est la période d’échantillonnage ; son inverse f,, est la fréquence d’échantillon-
nage.
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e e s

(2 Le théoreme d’échantillonnage de Shannon

L’ensemble des échantillons {s(¢,)},cz du signal s est une représentation de s si
les deux conditions suivantes sont remplies :

1. le signal s est a spectre borné de fréquence maximale vy ;

2. I’échantillonnage est périodique de période T, ou de fréquence f, = 1/T,
telle que f, > 2 vy, appelée condition de Shannon.

(2] Repliement du spectre

e e repliement du spectre est la modification de la fréquence apparente d’un
signal sinusoidal échantillonné lorsque la période d’échantillonnage n’est pas
conforme a la condition de Shannon.

e L'important dans la condition de validité de I’échantillonnage est que le
spectre de s soit borné.

e [l est souvent nécessaire de borner artificiellement le spectre d’un signal,
quitte a lui faire perdre un peu d’information. On le filtre & I"aide d’un filtre
passe-bas qui limite sa bande spectrale de facon a ce que I'on puisse fixer
une fréquence d’échantillonnage conforme a la condition de Shannon, pour
les fréquences restantes inférieures a la fréquence de coupure du filtre.

(2 Formule d’échantillonnage

Formule de reconstitution du signal s a partir de la suite de ses échantillons
recueillis dans les conditions de Shannon, {s(7,)},e7 :

4 oo

=Y 2}’” s(ty) sinc(2vy (f — 1,))

e

H=—00

. 2 ‘ . o oS
ol = sinc > désigne le sinus cardinal — -
1



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

2. Electronique 113

2.6 Filtrage numérique du signal

(2] Introduction

Description d’une chaine de traitement numérique constituée :
— d’un capteur qui convertit le signal en une tension qui lui est proportionnelle ;
— d’un échantillonneur - bloqueur ;
— d’un convertisseur analogique/numérique (C.A.N.);
— d’un calculateur;
— d’un convertisseur numérique/analogique (C.N.A.) ;
— éventuellement d’un filtre passe-bas d’atténuation des discontinuités de la
fonction en escalier.

Synoptique d’un traitement numérique du signal

» rb
s (1) > 40 i calculateur - ug (1)
— capteur —_ C.AN. L C.N.A.
'T‘ ‘|" ll’- mmergque 1\
signal tension I e fension ‘lensmn
d'entrée image ¢chantillonnée proportionnelle
B bloquée a la réponse
valeur tension réponse en
convertie en binaire du
binaire calculateur

(2) Filtre numérique

e Filtre numérique ou discret linéaire : protocole de calcul, caractérisé par un
ensemble de nombres réels fixés {h,}, des échantillons de sortie en fonction
d’échantillons d’entrée :

Vn Yn = Z Xm h-n—m = Z Xn—m hm

mn m

e {h,} est la réponse impulsionnelle du filtre. C’est la réponse qu’il donne du
signal particulier différent de 0 au seul instant fixé comme origine.

e [a causalité implique :
Vn Yn = Z Xp—m i

m=0

(2) Réponse a un signal sinusoidal

e Signal d’entrée x sinusoidal de fréquence v échantillonné :
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X, = XcosnvnT,)

ou 2vT, < | et X une amplitude réelle positive.
Signal d’entrée complexe associé : x, = X,/ """’ avec j* = —1.

e Réponse y,, = ")R(y) du filtre numérique a ce signal :

_1H [Z hme—_;ZJrva ] . Z(V) - Z hme—jbrvm T,

mz0 m=0
T (v) : transmittance du filtre (role analogue a la fonction de transfert).

e Signal de sortie réel a I'instant t, = n T, :
=|T(v)| XcosrvnT, + arg T(v))

Résultat de I’échantillonnage aux instants ¢, de la tension sinusoidale de méme
fréquence v que la tension d’entrée : y(1) = [T(v)| X cos(2m vt + arg T(v)).

Détermination des {4,,)

Valeur approchée du coefficient h,, pour m = 0, ..., N — 1, conservée pour ca-
ractériser le filtre T(v) :

1 fg 1 k
= T(k1ey)enm
2L ZL Lkorle ¢

2.7 Introduction a la transmission des signaux

® PSI Les trois types de modulation

e Forme générique du signal modulé ou transmis
S(1) = A1) cos(e(n)

ou A(r) est I'amplitude instantanée du signal et ¢(¢) sa phase instantanée. Son
spectre est situé en hautes fréquences.

e 5(7) : signal modulant (signal a transmettre) de spectre situé en basses fréquences.

S :(¢) signal modulé en amplitude :
S () = (Ag + k 5(1)) cos(wpt + ¢p).
S ¢(t) signal modulé en phase :
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S(t) = Ag cos(wpt + @y + k s(1)).
S ¢(t) signal modulé en fréquence :

I
S (1) = Ag cos (OJUI + @+ k f s(t') dr’).
0

® PSI Modulation et démodulation d’amplitude

e Spectre du signal modulé
La modulation d’amplitude est une simple transposition du spectre du signal
modulant autour de la fréquence porteuse (de haute fréquence). Les poids rela-
tif des composantes du spectre du signal a transmettre ne sont pas modifiés par
ce procédé.
e Cas ou le signal modulant est sinusoidal pur
Le signal modulé est :

S (1) = (Ag + kS, cos(wr)) cos(wpt + ¢p),
w : pulsation du signal sinusoidal a transmettre ;
wy : pulsation de la porteuse ; wy > w.

e Lorsque le signal posseéde un spectre continu, la modulation d’amplitude
opere le décalage précédent pour chacune des composantes spectrales de s(7).

1S (V)] 1S ()|
S, { {
- 1% v
Iu Ju
spectre de s (1) spectre de 5 (1)
1S(v)] iz 1S/(v)|
kS,
2

|1 i Hhglpd e,
Jo-fu Jo JotSu Jo-fu  Jo JotJu

spectre du signal s, (1) spectre du signal s, (1)

(a) (b)

Spectres de signaux modulés en amplitude : (a) signal sinusoidal pur; (b) si-
gnal de spectre borné par f).
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e Structure d’un modulateur (a) et d’'un démodulateur (b) d’amplitude.

+ b
amplificateur |, k.

S —— = 5
décaleur
=
>< ——  vers antenne
LY
el ’
__>__
U, cos (w,1)

oscillateur fp

signal modulé —-)——-l_)_ >< s. (1) — sigiial

» > démodulé

i : /Q” multiplieur filtre passe-bas

oscillateur ~ déphaseur

afo

e

3. Optique

3.1 Optique géométrique

Indice optique ou indice de réfraction

n : indice optique ou indice de
réfraction (sans dimension)

¢ : célérité dans le vide (m.s™")

v : vitesse dans un milieu matériel
(m.s™)

A et A, : longueurs d’onde dans un
milieu matériel et dans le vide (m)

Lois de Descartes pour la réflexion

e Premiere loi : le rayon réfléchi appartient au plan d’incidence (défini par le
rayon incident et la normale au miroir).

e Deuxieme loi : le rayon réfléchi est tel que : i =i (I’angle de réflexion est

égal a I’angle d’incidence) sans orientation d’angle, et " = —i avec orienta-
tion des angles (par rapport a la normale).
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i Lois de Descartes pour la réfraction

e Premicre loi : le rayon réfracté appartient au plan d’incidence (défini par le
rayon incident et la normale au dioptre).

e Deuxieme loi : I'angle de réfraction i, est lié¢ a I’angle d’incidence i, par la
relation : n 8ini; = ny sin ip.

(1 Condition de réflexion totale

i, : angle d’incidence (rad ou °)

n, etn, :indices optiques ou indices
de réfraction des milieux incident et
réfractant (sans dimension)

; . M2
i, >0 = arcsin —
<

(i, est maximal)

Lentilles minces — Définitions

e Lentille mince : lentille dont I'épaisseur est négligeable par rapport aux
rayons de courbure des deux dioptres et a la distance entre les centres des deux
dioptres. Les sommets sont alors confondus en un point : le centre optique O.

e Foyer principal objet F : point objet de I’axe optique dont I’image se trouve
a I'infini sur I’axe.

e Foyer principal image F’ : image du point objet situé a I'infini sur I’axe op-
tique.
e Distances focales : objet : f = OF ; image : f' = OF’ (m).

1
e Vergence: V = F (en dioptries 0)

Relation de conjugaison

et grandissement de Descartes

111 _AB_ OA
oA OA [ "= =% " oh
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Relation de conjugaison
et grandissement de Newton

@b Pouvoir de résolution de I'ceil

a : pouvoir de résolution angulaire
AB (rad)

axtana = — AB : distance entre les deux points
D a séparer (m)

D : distance de I’objet a I’ceil (m)

3.2 Modele scalaire des ondes lumineuses

Le milieu de propagation

e Milieu transparent, linéaire, homogene et isotrope (milieu t.l.h.i.) : milieu
dans lequel :

— les ondes électromagnétiques peuvent se propager sans €tre atténuées (trans-
parent) ;

— les propriétés sont indépendantes du point (caractere homogene) et de la di-
rection de propagation envisagée a partir de ce point (caractere isotrope) ;

— le théoreme de superposition est valide (caractere linéaire).

e Un milieu est caractérisé pour les optiques géométrique et ondulatoire par
son indice optique n > 1. La propagation de la lumiere y est rectiligne.

e Un milieu de propagation transparent, linéaire, isotrope mais inhomogene est
caractérisé par un indice optique n(M), fonction des coordonnées du point M.
La propagation de la lumiere cesse en général d’y €étre rectiligne.

O MP Modeles de propagation

e Onde plane scalaire monochromatique :
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—
k =k : vecteur d’onde
vibration caractérisée par une gran- | f — R ead
v &

deur physique scalaire a, sinusoidale
de fréquence v (pulsation w = 2av),
d’amplitude A,,, se propageant dans
une direction %, vecteur unitaire.

c, v . célérité de la lumiere dans le
vide et dans le milieu d’indice n

¢o : phase de I'onde a I’origine du
repere, a I'instant ¢ = 0

o(7,1) = wt —_k)-_r) + o : phase
instantanée de 1’onde en 7 a Iins-
tant ¢

a(t) : grandeur complexe associée a
a(t); a(t) = R(a())

e Plan équiphase (en optique, plan d’onde) : plan affine perpendiculaire a 7
lieu des points en lesquels (7, ) a une méme valeur 2 un instant .

a(t) = A, cos(wt —Tg T+ ©o)

i .
(k- 7.
ﬂ(f) = Am e_,r{wt Figo) — Am gLt f)

T

& MP Onde sphérique scalaire

e Onde sphérique scalaire monochromatique
vibration se propageant de maniere
isotrope autour de sa source ou
convergeant de maniere isotrope de
toutes les directions de 1’espace vers

7]l = r : distance du point 7 au
centre de I’onde

Onde émise par O (onde sortante) :
signe — devant kr

un point donné.

cos(wt — kr + ¢g)

a(t) = Ay
cos(wt + kr + ¢p)

ou A,
il

Jwt F kr+¢p) e_ﬂﬁ(_-'”)af]'

Q(I) = Am == Am

Onde convergeant en O (onde en-

trante) : signe + devant kr avec
w . g . .

k = n—, n indice optique du mi-
c

lieu t.1.i.h.

go(_r), 1) = wt F kr + ¢ : phase ins-

tantanée de 1’onde sphérique

e Surfaces équiphases ou surfaces d’onde d’une onde sphérique : lieu des
points ayant une méme phase instantanée a un instant ¢ donné, a savoir, les
spheres centrées sur O, que 1’onde soit entrante ou sortante.



120 [3] Physique

onde plane scalaire ondes sphériques sortantes et rentrantes

;

plans équiphases

équiphases

& MPp Effet des lentilles sur les ondes
Onde incidente Onde émergente
lentille C.P. O.S. convergeant vers un
convergente point du plan focal image
lentille O.S. émergeant d’un LR
convergente | point du plan focal objet
lentille O.P. O.S. émergeant d’un
divergente point du plan focal image
lentille O.S. convergeant vers un Q.P.
divergente | point du plan focal objet

O.P. : onde plane ; O.S. : onde sphérique.

Hors des cas particuliers précédents, une onde sphérique émise par un point
quelconque objet est transformée en une autre onde sphérique convergeant vers
le point image qui lui est conjugué par la lentille.

& MP Théoreme de Malus

Dans les milieux transparents et isotropes, les rayons lumineux sont normaux
aux surfaces équiphases ou surfaces d’onde.

3.3 Déphasage et chemin optique

® MP Déphasage entre points et entre surfaces d’onde

e Cas général
PMy /M, = 90(72,3) - 90(_?)1,3)
©um,/m, : déphasage du point M, par rapport au point M, a I'instant 7 ;

M, M, : points d’un milieu transparent homogene et isotrope (t.h.i.) caracté-
risés a un instant ¢ par les phases instantanées d’une onde scalaire sinusoidale
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e ——

de fréquence v, (p(?;, 1) et ga(?g, 1) 01‘17’1 = OM, et_r’z = OM,.

e Onde scalaire plane
puiny = =K - (P2 =) = =n =0 -(F2 = 7))
e Onde scalaire sphérique divergeant a partir de O
OMymy = —k(rz—r)=—n %(!’2 — 1)

ri =71l r2 = [7al.

e Onde scalaire sphérique convergeant au point O

w
Omym, = k(ra —r1) =n ;(rz —7T1) 5 9S,/S) = PMaM, = ©Py/P,

¢s,/s, - déphasage de la surface d’onde S, par rapport a la surface d’onde S ;
M, P> : points quelconques de S» ; M, P, : points quelconques de § ;.

A MP Chemin optique

Lyt m, : chemin optique du point M

au point M, d’un méme rayon lumi-
M neux

Lym, = f n(M)ds(M) n(M) : indice optique du mi-
M lieu transparent, isotrope éventuel-

lement inhomogene (t.i.i.) de pro-

pagation

® Lyym, = — Lwymy-

e Les chemins optiques sont nuls entre deux points quelconques d’une méme
surface d’onde.

® Lap = Lac + Les.

e les chemins optiques entre deux points quelconques appartenant chacun a
une surface d’onde sont tous identiques.

e e chemin optique est le méme le long de tous les rayons lumineux entre
deux points conjugués I'un de I’autre par un systeme optique.

Ly, m,
Ao

@, m, : déphasage entre deux points M| et M> d’un milieu au moins transpa-
rent et isotrope dans lequel se propage une onde lumineuse de fréquence v ;
Ly, m, : chemin optique de M| a M> ;

Ap : longueur d’onde dans le vide a une onde sinusoidale de fréquence v.

OMyM; = — 27
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3.4 Les sources lumineuses

& MP Monochromatisme
a(t) = A, (P) cos 2rvpt + ¢(P))

a(t) : amplitude instantanée de la vibration lumineuse sinusoidale de fréquence
Yo
A(P), ¢(P) : amplitude et phase de I’onde au point P.

& MP Quasi monochromatisme

e [es processus d’émission des sources lumineuses ont une durée finie dans le
temps. Il en résulte que le signal résultant de la superposition des ondes émises
n’est pas rigoureusement sinusoidal de fréquence v, mais occupe un intervalle

|
de fréquence Av ~ —
%

ou 7 est la durée de cohérence caractéristique du processus d’émission.

e Train d’ondes : vibration lumineuse d’amplitude instantanée modélisée par
a(t) = A, (P) sin(2mvyt) pour t € [0; 7.

e Une lumiére réelle, méme d’une seule « couleur =, est la superposition d’une
infinit€é de sinusoides autour de la fréquence moyenne vy. On parle alors de
lumiere quasi monochromatique.

e Réciproquement, tout élargissement de raie Ay constaté par un spectroscope
autour d’une valeur moyenne v peut s’ interpréter comme résultant d’un pro-
cessus d’émission d’un train d’ondes de durée limitée 7 ~ 1/Av et de fréquence
moyenne vy, méme si d’autres phénomenes créent en réalité cet élargissement.

A MP Durée et longueur de cohérence

temporelle d’un train d’ondes
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AA : €élargissement de la raie spec-
trale autour de la longueur d’onde
22 dans le vide Ay correspondant a la
A= ZAp~ 2 fréquence vy
V{) CT ” # . -

Ay : élargissement en fréquence
correspondant
l=cr~ -2 ¢ : célérité de la lumiere dans le vide

Al 7 : durée de cohérence temporelle

[ : longueur de cohérence tempo-
relle

® MP Principales sources de lumieres rencontrées

e [es sources thermiques (lampes a incandescence) : sources a spectres conti-
nus, polychromatiques.

e Les lampes spectrales haute ou basse pression : sources a spectres de raies.

e Les tubes fluorescents : sources a spectres mixtes superposant un spectre
continu de fluorescence et d’une partie du spectre de raies du mercure.

e Les diodes électroluminescentes (D.E.L. en francais et L.E.D. en anglais) :
sources quasi monochromatiques.

e Les lasers et les diodes lasers : sources les plus « monochromatiques = qui
soient.

3.5 Les détecteurs de lumiere

A MP Flux, éclairement et exitance énergétiques

e Flux €nergétique @ : puissance €mise, transportée ou recue sous forme de
rayonnement électromagnétique (W).

. d*®
e Eclairement énergétique £ en un point P, E = TS : d*® flux énergétique
recu par I’élément de surface d°S autour de P (W.m ).
d*®
e Exitance énergé€tique en un point P, E = FiTy : d*® flux énergétique émis

par 1’élément de surface d’S autour de P (W.m_z).
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Eclairement énergétique percu

(E)(P) : éclairement énergétique
moyen au point P

a(P, 1) : amplitude instantanée de la
vibration lumineuse sinusoidale au
point P a I’instant ¢

k : facteur de proportionnalité entre
I’éclairement €nergétique moyen et
le module de 1’amplitude

& MP Caractéristiques des détecteurs

e Sensibilité globale R : rapport du signal électrique généré par le capteur (un
courant ou une tension électriques) au ux énergétique lumineux recu. Unités :

AW ou VW,

e Temps de réponse : temps caractéristique mis par le capteur pour attester
d’une variation brusque du signal lumineux. Unité : s

e Réponse ou sensibilité spectrale R(A) : caractéristique similaire a la sensi-
bilité¢ globale mais pour une lumieére monochromatique de longueur d’onde A.
unité : celle de R.

e Linéarité : exprime la proportionnalit€ du signal €lectrique généré par le cap-
teur au flux énergétique recu.

e Rendement quantique 77 : pour les détecteurs photoniques, nombre moyen
d’¢€lectrons excités par photon de longueur d’onde A regu.

(EY(P) = Kla(P, D)

& MP Principes de détection

e Détection thermique : absorption du rayonnement, traduite par une élévation
de température, transformée en un signal électrique. ExempLE : thermopile,
détecteurs pyroélectriques.

e Détection photonique : absorption d’un photon par un électron. Si I’électron
est éjecté du matériau, on a un effet photoélectrique externe ; s’il y reste, un
effet photoélectrique interne. ExempLE : photodiode et photorésistance (a effet
photoélectrique interne), photomultiplicateur (a effet photoélectrique externe).
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3.6 Superpositions d’ondes lumineuses

A MP Superposition de deux ondes cohérentes

e Interférence : superposition de deux vibrations lumineuses monochroma-
tiques de fréquence v, cohérentes entre elles, a; et a, telles que

a(Pt) = A (P) cosnvot + ¢1(P)) et az(P, 1) = A>(P) cos(2avot + ¢2(P)).

e Champ d’interférences : domaine de superposition des deux ondes.
e Formule de Fresnel
I, I, I(P) : éclairements moyens
en P des vibrations lumineuses
IP)y=h+1h+ 2‘/11—"2 cos (O(P)) d’amplitudes a;, a> et a; + a,
®(P) : déphasage ¢,(P) — ¢ (P)
@i(P) = —ZHL’EJ)
min optique L;(P) entre un point de référence pour chacune des ondes et le
point P,
Li(P) — Ly(P) est la différence de marche entre les rayons qui atteignent P,

, 1 = 1,2 est la phase au point P de chaque onde liée au che-

e Facteur de contraste ou de visibilité

_ Lnax — Dnin . 2vhLi
- Imax""'[min - Il +172

Lnaxs Imin : éclairements moyens
maximal et minimal autour du point
P

& MP Superposition de deux ondes incohérentes

Deux ondes scalaires sinusoidales sont incohérentes si la différence de leurs
phases instantanées en un point P est une fonction du temps.

IP=L+D

I, I, I(P) : éclairements moyens en P des vibrations lumineuses d’amplitudes
a, ar eta; + as.

A MP Superposition de N ondes cohérentes

Interférence de N vibrations lumineuses monochromatiques, d’amplitudes res-
pectives ai(P, 1) = Ag(P) cos(2mvot + @o(P) + k@) pour k =0, ...,N — 1.

2

= : Sin(yﬂ)
— kA2 Jko| 2
(E)(P) = kAY(P) ;}e Io[-—sin (%)]
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(E)(P) : éclairement moyen au point P résultant de la superposition des N
ondes.

A MP Application aux réseaux de diffraction

Réseau de diffraction : dispositif constitué de N fentes fines paralleles entre
elles et espacées régulierement dans un plan, occupant ainsi un rectangle de
longueur L = Na, a le pas du réseau.

(L) o

M &, T)
|- a}. --1- 40 'j;i‘:._).z

€

Le réseau est éclairé par une onde scalaire plane monochromatique de fréquence
” 2 " ” g —
vo et de longueur d’onde dans le vide Ay, arrivant selon la direction .

o @ : déphasage entre les vibra-
D =- T (a sinf — a sin6y) tions passant par deux fentes
consécutives

Formule des réseaux
a(sinf —sinfy) = p Ay ou peZL

(2 Qualités des réseaux de diffraction

de P
Di I laire du ré ; D= — =
e Dispersion angulaire du réseau a= S B
e Pouvoir de résolution du réseau : P.R = pN

3.7 Interférences

A MP Les trous d’Young

Dispositif : deux trous circulaires 7' et T distants de a, percés dans un écran
plan opaque, éclairés par une source ponctuelle § monochromatique de lon-
gueur d’onde dans le vide Ap. Les milieux sont t.1.h.i. d’indices optiques res-
pectifs n; et ny, le plus souvent égaux a 1.
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I(M) : éclairements moyens en M
1) =21, (1 . COS(ZE@;I )) 021 : différence de marche entre les
deux rayons lumineux
X abscisse du point M
8a/1 = —12 g ny : indice du milieu entre le plan
D des trous et I’écran d’observation
Dy D : distance du plan des trous a
= — I’écran d’observation

gt i : interfrange (en m)
& MP Interférométre de Michelson
~ :ri
M* face
S E Compensatrice métallisée
lame semi-
transpareaie (b) Séparatrice (©)

(a) en lame d’air; (b) en coin d’air; (c) détail de la lame semi-transparente
séparatrice - compensatrice

& MP Franges d’égale inclinaison

¢ S ponctuelle, monochromatique de longueur d’onde A ; Michelson en lame
d’air d’épaisseur e : franges d’interférences annulaires a n’importe quelle dis-

tance.
7 4 r
021 ® 2.9(1 - —) I I(r) = 21 [1 + COS(% (1 — 52-))]

I(r) : éclairement moyen a la distance r du centre des anneaux d’interférence ;
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D : distance de la source équivalente la plus proche a I’écran de projection.

e § étendue monochromatique de longueur d’onde Ay; Michelson en lame
d’air d’épaisseur e : franges d’interférences a I’infini. Observée dans le plan
focal d’une lentille convergente de distance focale f”.

2
dz/1 = 2ecosa ~ Ze(l - HZJ"—"R)

A MP Franges d’égale épaisseur

S étendue produisant un faisceau de rayons lumineux paralleles, monochro-
matique de longueur d’onde A ; Michelson en coin d’air d’angle « a partir du
contact optique : interférences localisées au voisinage du coin d’air.

o=2elx)=2ax . HEx =214 (I%—COS(? a:x))
0

[(x) : éclairement moyen au point du miroir M d’abscisse x, distance a I’aréte
du diedre formé par M, et le symétrique de M, par la séparatrice.

4. Mécanique

4.1 Cinématique d’un point

Wb Référentiel d’étude

Référentiel de Copernic : origine = centre de masse du systeme solaire ; axes
dirigés vers trois €toiles supposées fixes.

Référentiel héliocentrique ou de Kepler : origine = centre de masse du Soleil ;
axes paralleles a ceux du référentiel de Copernic.

Référentiel géocentrique : origine = centre de masse de la Terre ; axes en trans-
lation elliptique par rapport a ceux du référentiel héliocentrique.

Référentiel terrestre : référentiel d’étude des mouvements proches du sol.
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Vecteurs vitesse et accélération

e
- doM i N
Y E T OM : vecteur position
o V @ vecteur vitesse
=t d : vecteur accélération
dt
& Coordonnées cartésiennes
e — - — Z
OM = xu; +yuy +z u; z,
: : ; !
Vo= XUy + YUy + 2 B
= o i P k
a =Xu,+yu +zu, ol/ i Yu¥
: ; i e
x : abscisse y:ordonnée z:cote X, o
0w

1 Coordonnées cylindriques

e - =
OM = ru, + zu,
Z4
- _ = —
V = fu, + rlu, + 2, A
~ u,
q e ’ ’_> * - * e ._} k 'l
a = (r - rﬁz) U+ (2r6' + r@) Uy My u,
= I
+2u, K | u,
T
o) J Yu¥
de. duy, . o
—L —u, et —L=-fu b gt
dr dr Jusl 0
r . rayon polaire @ : angle polaire
Z:cote
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i Coordonnées sphériques

OM = rii,

r:rayon
@ : colatitude variant de 0 A o
¢ : longitude variant de 0 A 27

Yu¥

Xt
X

L Déplacement élémentaire

Coordonnées cartésiennes
—_—
dOM = dxu, + dyu, + dz .

Coordonnées cylindriques
dOM = drT0, + rd0m, + dz it

Coordonnées sphériques

dOM = dru, + rdfu, + r sinﬂd(,p.@

x : abscisse y:ordonnée z:cote

r : rayon polaire
Z : cote

@ : angle polaire

r : rayon
0 : colatitude variantde QO a
¢ : longitude variant de 0 a 27

L Mouvement rectiligne uniformément accéléré

Accélération : a = ay = cte
Vitesse : v = aqyf + v,

o 1
Position : x = 5a0r2+v{]r+x0

ap : accélération initiale (m.s_z)
Vo : vitesse initiale (m.s™")
X, : position initiale (m)
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Mouvement circulaire uniforme

Coordonnées polaires

Position : m = ri: r = cte donc 7 = 0 (mouvement cir-
_ culaire)
Vitesse : V = rfu, = ro, w = @ = cte donc @ = 0 = 0 (mou-
— r— vement uniforme)

Accélération : d = —rwu,
r:rayon (m)
w : vitesse angulaire (rad.s™')

Mouvement circulaire non uniforme

» _— Coordonnées polaires
Position : OM = ru,

. - . r = cte donc # = 0 (mouvement cir-
Vitesse : Vv =rfu, =rwuy culaire)

ry . — e —_ .
Accélération: @ = rou, — rw’u, r : rayon (m)
w : vitesse angulaire (rad.s_')

4.2 Cinématique d’un solide

(1) Translation

Un solide est en translation lorsque le repere associé€ a chacun de ces points est
tel que les vecteurs unitaires restent invariants au cours du temps (en norme,
direction et sens).

e |l y a translation rectiligne si la trajectoire est une droite.
e [l y a translation circulaire si la trajectoire décrit un cercle.

b Rotation autour d’un axe fixe

Un solide est en rotation lorsque le repere associé€ a chacun de ces points est tel
que les vecteurs unitaires tournent autour de 1I’axe de rotation.

Chaque point du solide décrit un arc de cercle de rayon r, a la vitesse
dé

VEFW=EFr— -
dr
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4.3 Dynamique du point - étude énergétique

Principe des actions réciproques

ou troisieme loi de Newton

Pour deux points matériels A et B, les forces F,_| ‘é et Fp_,, sont opposees

Te— —— 5 = < ) i
(F4_p = —Fp_,,) etportées par la méme droite d’action.
On parle aussi de principe d’action-réaction.

(1 Quantité de mouvement

7 : quantité de mouvement (norme
— — en kg.s)
p=my
m : masse (kg)
— ;
V : vitesse (norme en m.s)

ak Principe d’inertie ou premiére loi de Newton

et référentiel galiléen

I1 existe des référentiels dit galiléens dans lesquels tout systeme 1801€ (Feyt =

— —_ =

0) ou pseudo-isol€ ( E Fext = 0) est ammé d’un mouvement rectiligne uni-
o — . N e e .

forme, soit vV = cte. Si le systeme est initialement au repos, il le reste.

e Référentiels strictement galiléens : référentiels de Copernic et de Kepler (=
héliocentriques).

e Référentiels galiléens approchés : référentiels géocentrique et terrestre.

(1 Principe fondamental de la dynamique

ou deuxieme loi de Newton

—_— L.
Z 7 o i Fey : force extérieure (norme en N)
o m : masse (kg)
I — 4 - . M
d : accélération (norme en m.s 2)
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Loi de la quantité de mouvement

F_'C;: : force extérieure (norme en N)
Z m _ fff_ m : masse (kg)
- ' dr 7 : quantité de mouvement (norme
en kg.s)

C’est une réécriture du principe fondamental de la dynamique.

Poussée d’Archimede

1 poussée d’Archimede (norme
en N)

p : masse volumique du fluide
— — _3

IM=pV;g (kg.m™)

V; : volume du corps immergé (m‘j’ )
— s - .

¢ : accélération de la pesanteur
(norme en m.s %)

(1 Pendule simple

@ : angle de torsion (rad)

d’0 g . t : temps (s)
9t T sing =0 g : accélération de la pesanteur
—2
0 = 6,, cos(wt + ¢) (m.s™)
{ : longueur du pendule (m)
(petites oscillations) 0,, : amplitude de 1’angle de torsion
avec W= s (rad)
{ w : pulsation propre (rad.s ')

@ . phase a I’origine (rad)

1 Lois de Coulomb pour le glissement

e Premiere loi : la force de frottement est colinéaire a la vitesse de glissement
(constatée ou qui apparaitrait s’il n’y avait pas de frottement) mais en sens op-
posé.
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e Deuxieme loi :

Glissement :
R R, R, : réacti ielle ou f
IRl = fIRI ; : réaction tangentielle ou force
i de frottement (norme en N)
Adhérence : -
s s R, : réaction normale (norme en N)
IRl < flIRyIl  ou tan6 < f f : coefficient de frottement solide
HF" (sans dimension)
car tan 6 = _T) 6 : angle de frottement (rad)
IR I

4P Puissance et travail d'une force

Puissance (mécanique) :

P — ? V= fv cos(?,T?) f}
. . f : force (norme en N)
Travail elementa_n_r}e : P V 1 vitesse (norme en m.s~')
SW=Pdr=f -Vdr=f-d¢ SW : travail élémentaire (J)
Travail moteur : W > 0 df : déplacement €lémentaire (m)
Travail résistant : 6W < 0

: puissance (W)

Loi de I'énergie cinétique

AE, : variation d’énergie cinétique
entre 1’état initial / et I’état final F
AL = ECF —F, =W )

W : travail de la résultante des
forces extérieure (J)

L1 Loi de la puissance cinétique

P : puissance (W)
E. : énergie cinétique (J)
{: temps (s)

dE

C

25 dr
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A Energies potentielles

e 1
élastique : E,, = i-kxz
de pesanteur : £, = mgz

Gmm’

gravitationnelle : £, = -
=

d’interaction électrostatique :

I qq
B et
P 4ne, r

electrostatique : £, = gV

Loi de I’énergie

k : constante de raideur (N.m_i)

x : allongement (m)

met m’ : masse (kg)

g : accélération de la pesanteur
(m.s_z)

z : altitude (m)

G : constante de gravitation
(m’ kg™'.s7%)

r . distance (m)

& : constante diélectrique du vide
(FEm™)

g et g’ : charge (C)

V : potentiel (V)

mécanique

: variation d’énergie mécani-
que entre 1’état initial / et 1’état final
FJ)

W, : travail de la résultante des
forces dissipatives (= non conserva-
tives) (J)

® Portrait de phase d’un oscillateur harmonique

Oscillateur non amorti
v A

iy

&

A : grandeur physique oscillant A= A

Oscillateur amorti
v A
mO

N[

Z32
o

dr
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L Equilibre et stabilité

Condition d’équilibre : f + force (N)
dE E, : énergie potentielle (J)
fx)=-==] =0 - bt
e dx | : position (m)
o o x, : position d’équilibre (m)
Equilibre stable :
2
L >0
dx? X.s - position d’équilibre stable (m)
Kquilibre instable :
d°E,
2 <0 Xei - position d’équilibre instable
X=X (m)

4.4 Dynamique de particules chargées

b Force de Lorentz — Puissance

: force de Lorentz (norme en N)
: charge de la particule (C)

e

7:) - q(f ey AE’) E : champ électrique (norme en
V.m ')

= V : vitesse (norme en m.s ')

P=gE AV E’ .

T)

P : puissance (W)

hamp magnétique (norme en

Energie totale :

|
Eigt = 3 mv? + qV =cte

. '—) - i'—> —_
Vitesse : Vv = - Et+v, 1 T
— — -V,
Position : OM = Eifrz + Vot + OM, T \/ZCE(V; V) +v,2
i m

—_ 3 W —1
Vv : vitesse initiale (norme en m.s™ )

ﬁ - - - - -
OM, : position initiale (norme en m)
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® Mouvement dans un champ magnétostatique

. - . . n: ==
uniforme (cas ou v est perpendiculaire a B)

R : rayon de courbure de la trajec-
toire (m)

m : masse (kg)

V : vitesse (m.s“')

B : champ magnétique (T)

Mouvement circulaire

my

R=|—
qB

4.5 Dynamique du solide - étude énergétique

(1) Moment cinétique par rapport a un point
—> - -
Lo(M) : moment cinétique de
M par rapport a O (norme en
> y > 2 gl
L, (M) = OM A v(M) kgm"s™)

ﬁ - -
OM : vecteur position (norme en m)

_> e _]
v(M) : vitesse (norme en m.s~ )

ik Moment cinétique par rapport a un axe

L, (M) : moment cinétique de M par
rapport a I'axe (A) (kg.mz.s_')

é - -
Ly(M) : moment cinétique de

LA(M)zLO(M)-zT&) M par rapport a O (norme en
kg.m?.s71)

— S ‘
ua : vecteur unitaire sur I’axe (A)
(sans dimension)

1 Moment d’inertie

Ja : moment d’inertie par rapport a

s J:U v drs I’axe (A) (kg.mz)

r : distance a I’axe (A) (m)

solide

m : masse du solide (kg)
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i Moments d’inertie classiques
Sphere pleine homogene Cylindre plein homogene

Moment cinétique d’un solide en rotation
L : moment cinétique par rapport a
I’axe (A) (kg.mz.s_l)

La=Jaw Ja : moment d’inertie par rapport a
I’axe (A) (kg.m?)

w : vitesse angulaire (rad.s™")

Energie cinétique d’'un solide en rotation

E. : énergie cinétique (J)

Ja : moment d’inertie par rapport a
1, 1 I’axe (A) (kg.m?)

2 2 w : vitesse angulaire (rad.s"')

L, : moment cinétique par rapport a
I’axe (A) (kg.mz.s_l)

b

AE, : variation d’énergie cinétique
entre 1’état initial 7 et 1’état final F
AE, = EcF —E =W @)}

W : travail de la résultante des
forces extérieures (J)
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i Moment d’une force par rapport a un point

— = —
M,(F) : moment de la force F en

s M par rapport a O (norme en N.m)

M (F)=0MAF
= -
& OM : vecteur position (norme en m)

ﬁ
F : force (norme en N)

‘

Moment d’une force par rapport a un axe

MA(?) : moment de la force F en
M par rapport a ’axe (A) (N.m)
— > —
- e M, (F) : moment de la force F en
My = Mo(F)-u, R
M par rapport a O (norme en N.m)

— ——
u, : vecteur unitaire sur ’axe (A)
(sans dimension)

Lois du moment cinétique

‘

En un point fixe Pour un solide en rotation

autour d’un axe fixe

dt 4

Couple et liaison pivot

‘

e Couple : systeme d’actions mécaniques dont la résultante des forces est nulle
tandis que la résultante des moments par rapport a un point fixe est non nulle.

e Liaison pivot : liaison autour de laquelle un solide ne peut que réaliser une
rotation.
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i Pendule pesant

d*0  mgL
L o ging =1
a g on

6 = 6, cos(wt+ @)

(petites oscillations)

mglL
avec W= ,|—

I

0 : angle de torsion (rad)

t : temps (s)

m : masse (kg)

g : accélération de la pensanteur
(m.s_z)

L : longueur du pendule (m)

Ja : moment d’inertie par rapport a
I’axe (A) (kg.m?)

0,, : amplitude de I’angle de torsion
(rad)

w : pulsation propre (rad.s™")

¢ : phase a I’origine (rad)

4.6 Mouvement dans un champ de force centrale

conservative

Wb Force centrale conservative

F=Fow

avec 1 = et r=0M

r

-

L

.

E,(r) =~ f F(r) dr + cte
0

__> -
I : force centrale conservative

(norme en N)

u, . vecteur unitaire radial (sans di-

mension)
r . distance (m)
E, : énergie potentielle (J)

@ Interactions gravitationnelle et électrostatique

Interaction gravitationnelle

- mm'’

Fy =G5 &
G : constante de  gravitation
(m’ kg™'s7%)

m et m’ : masse (kg)
r : distance (m)

Interaction électrostatique
Foo Ly
¢ dneg 12
g : constante diélectrique du vide
(FEm™")
g et ¢’ : charge (C)
r . distance (m)
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i Loi de conservation du moment cinétique

en un point fixe

% 0 "
ey Ly(M) : moment cinétique de
dL,(M) _ AT Ty = T]) M par rapport a O (norme en
d olF) = kg.m?.s7')
Lo(M) = (?é /\_’[;(?) : moment de la force 77) en
M par rapport a O (norme en N.m)

. P - - \ _>
LLe moment cinétique est fixe et a chaque instant orthogonal a OM donc le mou-
vement est plan.

Loi des aires

_ r . distance (m)
rPo=cte=C 6 = w : vitesse angulaire (rad.s™")
dA C C : constante des aires (mz.rad‘s")
st .l 2
d ) A :are (m°)
t : temps (S)

‘

énergie potentielle effective

E, (r) : énergie potentielle effec-
tive (J)

m : masse (kg)

C : constante des aires (m*.rad.s ")
r : distance (m)

A : aire (m?)

E,(r) : énergie potentielle d’inter-
action (J)

2
Epﬂ(r) = é"m';,-" =ft Ep(-")

Etat lié — état de diffusion

‘

e Etat li€ : état pour lequel le mouvement est borné (r est compris entre une
valeur minimum et une valeur maximum).

e Etat de diffusion : état pour lequel le mouvement est non borné.
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Conservation de I'énergie mécanique

2 E,, : énergie mécanique (J)
& D et : ;
E, = Emrz +gm— E,(r) = cte E,. : énergie potentielle effective
r
_ _ (J)
En = B+ Epplr) = C8 E,(r) : énergie potentielle d’inter-
B = mt action (J)
2 E., : énergie cinétique radiale (J)
Wk Energie mécanique
Mouvement circulaire Mouvement elliptique
, Gmm’ Gmm’
B :_Gmm :Ep(r) Em:_ ;nm (l_ez):_ mm
4 2r 2 p 4

r : rayon de la trajectoire p : parametre de I"ellipse (m)

e . excentricité (sans dimension)

a : demi grand axe (m)

Mouvement circulaire — période

T : période (s)
mr3
I =2r e m : masse (kg)
r:rayon (m)
= K q : i
avec = i, K : coeflicient de proportionnalité
r 2
(N.m")

1’ Mouvement des planétes — Lois de Kepler

e Premiere loi : les planetes décrivent une ellipse dont le Soleil occupe 1'un des
foyers.

e Deuxiéme loi : le rayon Soleil-planéte balaie des aires égales pendant des
intervalles de temps égaux.

e Troisieme loi : le carré de la période de révolution est proportionnel au cube

. . T?  4n?
du demi grand axe de I'orbite : — = —— -
a Gmy
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Satellite géostationnaire

z . altitude (m)

G : constante de gravitation
(m’ kg™ '.s7?)

my : masse de la Terre (kg)

T : période (s)

Ry : rayon de la Terre (m)

‘

Vitesses cosmiques

Premiére vitesse cosmique
ou vitesse en orbite basse
ou vitesse de satellisation

Gmy
Ry

Ve, = Vsat =

Deuxiéme vitesse cosmique
ou vitesse de libération

2Gm,
Ry

Vs = Y =

4.7 Référentiels non galiléens - cinématique

& MP

v
dt

R

- . ;
U vecteur d’un espace de dimension 3 ;

ds

Formule de dérivation composée

= —
+ .Qﬁrm(f) Al

ﬁ
Qg r(r) vecteur rotation du référentiel R* par rapport au référentiel R.

3

—_

Qg r(t) = Z @ ()T,
=

{Tl);],;ZLQ ou 3 famille libre de R3.

i ; 5 i — G
@; est la vitesse angulaire de rotation autour de u;, a I’'instant .

Propriétés des vecteurs rotation

— — —
Qg r(t) = Qg (1) + Qg ().
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& MP Composition des vitesses

ey
M=l O+ T M)+ O ROANO'M

_V)g}{(M), _V)g.fgr(M) : vitesses de M dans les référentiels Ret R’ ;
O’ : origine du référentiel R’ ; V&(O') : vitesse de O’ dans le référentiel R ;

_)
Qg /%(f) vecteur rotation du référentiel R’ par rapport au référentiel R ;

—_—
O’ M : vecteur position de M dans R'.

—

V(M) = V(M*) = V(0) + Qg jr(t) A O'M

_v)g(M ) : vitesse d’entrainement de R’ par rapport a R ;
M™ : point coincident du point M.,

V(M) =V (M) + Vg (M)

_v)ﬁ(M) : vitesse = absolue = du point M ;
V(M) : vitesse d’entrainement de R’ par rapport A R ;
V(M) : vitesse < relative > du point M.

& MP Exemples de vitesses

’ : = = - - ’
e R’ en translation par rapport R : Qg jg(1) = 0 5 V.(M) = vVg(0);
V(M) = Vr(O') + Vr(M)

e R’ en rotation autour d’un axe fixedans R: O’ =0 ; ﬁﬁr ®(@) = QDE.;
— 3
V(M) =Q(r) €, AO'M;

VR(M) = V(M) + Og () A O'M

A MP Composition des accélérations

— b ol Eb s —
RR(M) = BR(O') + Br (M) + O r(1) A @R,m(n AO'M)

s _'—> - o
+Qv;qr;ga(f) AO'M+?2 .Qﬂf;«;q(l‘) A Vg (M)

2Ar(M), B (M) : accélérations de M dans les référentiels R et R’ ;
V(M) : vitesse de M dans le référentiel R'.
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i — - = e et - =
2 (M) = aR(0)+Qﬂ,ma(g@,ﬁ AO M)+s:zﬁ,m;\o M

_a:,(M ) : accélération d’entrainement de M (différente de la dérivée dans R de
sa vitesse d’entrainement).

Bo(M) = 2Gpr A VR (M)
_Efc(M) : accélération de Coriolis (ou complémentaire) de M.
AR(M) =T g (M) + 7T (M) + 73 (M)
ar(M) : accélération = absolue = du point M ;
g (M) : accélération = relative » du point M ;

_af'e(M ) : accélération d’entrainement de M ;
2 (M) : accélération de Coriolis de M.

® MP Exemples d’accélérations

e R’ en translation par rapport a R :
—y

Orir=0 ; BM)=0 ; BM)=12g(0)

e R en rotation uniforme par rapport a un axe fixe de R :

— —
Qrr(f) = Q €, avec Q = cste

— — =k i o ) & i %
d.(M) = Qg g A (Qﬂ"fﬁ A O M) =—-Q"HM , ou H est le projeté orthogo-

nal de M sur 1’axe de rotation.

4.8 Référentiels non galiléens - dynamique

® MP Loi de la dynamique en référentiel non galiléen

m R (M) = ) f = mBo(M) —mBo(M)

R’ : référentiel non galiléen ; R : référentiel galiléen ;

—
Z [ :résultante des forces (ext.) appliquées sur le point M de masse m ;

- . o . e — —
Equilibre en référentiel non galiléen: Vg = 0 et ag = 0 :

0= f-m3.on
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& MP Les forces d’inertie

e Force d’inertie d’entrainement
-2 —_
fie =—m ae(m

_)
f i : force d’inertie d’entrainement de R’ dans R ;
m : masse du point matériel ;

— s . ~ . P
a,.(M) : accélération d’entrainement du point matériel.

- =
— Elle existe toujours car V(0 n’est pas constante ou/et Q # 0.

— Si R’ en translation non uniforme par rapport a R :

aﬂr}fﬂ = 6} et ?Q(M) = 3}'}?(0’) alors ?I‘e - m-'_d)ﬂ(o’)'

_)
— Si R’ en rotation uniforme par rapport  un axe fixe de R : Qg g = Q€. ;
— Ty D ] 2O o4 o
a,M)=-Q HM; f,, = m€” HM, H étant le projeté orthogonal de M sur
I’axe de rotation.
e Force d’inertie de Coriolis

Tie=—mT (M)

lﬁ - - - -

f ic : force d’inertie de Coriolis de R’ dans R ;

m : masse du point matériel ;

N P . . g . .

a (M) : accélération de Coriolis du point matériel.
Elle s’annule a I’équilibre dans le référentiel R'.

O MP Classe des référentiels galiléens

e Tous les référentiels galiléens sont en translations rectilignes uniformes les
uns par rapport aux autres.

e Caractere galiléen des principaux référentiels rencontrés, du plus galiléen au
moins galiléen : référentiel de Copernic, référentiel géocentrique, référentiel
terrestre.

® MP  Définition de I'accélération de la pesanteur

ZM) = GM) + O, HM

M : point au voisinage de la surface de la Terre, H son projeté orthogonal sur
I’axe polaire ;
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_é(M ) : champ de gravitation de la Terre en M ;
Tg)(M ) : accélération de la pesanteur en M ;

Qg /r. ~ 7,29 x 10 rad.s™" : vitesse angulaire de rotation de la Terre autour
de son axe des pdles.

4.9 Lois de Coulomb du frottement solide

& MP Lois du frottement de glissement

e Pour un corps au repos

—

IR

—

1R,

tane < f; ou tana =

C : corps au repos dans Rg lié au support §;

—_ =
R;, R, : composantes tangentielle et normale de la force que S exerce sur C;
fs : coefficient de frottement statique entre le support et le corps.

Doit s’accompagner pour le corps C de I'une des deux conditions :
- = . - = -, 1
Zf = 0, si Rg est galiléen ; Zf— Jfie = 0,51l ne I'est pas,
q &

Z f : somme des forces extérieures s’exercant sur le corps C.

e Pour un corps en mouvement
- — —
Ri-Vgs(MouG) <0 et |IRl = fallRnll

- = :
R, R, : composantes tangentielle et normale de la force que S exerce sur C;

'\?.RS(M ou G) : vitesse instantanée de translation du corps dans Rs ;
fq : coefficient de frottement dynamique entre le support et le corps,

U<fd<fs-

d MP Bilan énergétique

d — —

= (& +&p) = P(R)) = R, Vr(Mou G)
Ec, Ep, Tf)R(M ouG) : énergies cinétique et potentielle et vitesse dans R galiléen
du point M ou du corps C;
_>

R, : composante tangentielle de la réaction du support sur C.
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5. Mécanique des fluides

5.1 Fluides en écoulement

(2| Débit-volume et débit-masse

e Densité de flux de masse

Fu(P.0 = u(@. HV(FD

7 i e T -2 —1
J m(_r), 1) : densité de flux de masse au point 7, a 'instant 7; (en kg.m™".s™ ') ;
;.z(_r), 1) : masse volumique au point_r), a l'instant 7 ; (en kg.m“3) 2
Tf)(?, t) : vitesse du fluide au point_r?, Alinstant 7; (en m.s™');
e Débit-volume et débit-masse

. —>

V() = H V(7.1 -dS

S Gllz

V(¢) : débit-volume a I’instant ¢ ; (en m3.s_');
Tf)(_r) ,1) : vitesse du fluide au point_r’, alinstant ¢ (en m.s™');

ﬁ rd
dS : élément de surface; (en m?);
S, X : surfaces ouverte, fermée.

— =3
i@ = [ Tu@.0-dS
S CII.IE
m(t) : débit-masse a I’'instant 7 ; (en kg.s_l ¥
ﬁ
jm(7.0) : densité de flux de masse au point 7, a I'instant 7 (en kg.m™2.s7"):

.—)
dS : élément de surface; (en mz);
S, 2 : surfaces ouverte, fermée.

& PSI Conservation de la masse

e A une dimension
O e Dm0
at dx '

p(x, 1) : masse volumique du fluide en tout point d’abscisse x, a I’instant 7 ; (en
kg.m_3};

Jm(x, 1) : composante sur 'é>_x de la densité de flux de masse en tout point_r), a
I’instant 7 ; (en kg.m_z.s_').
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e A trois dimensions
0 T
5?(7,:) +div j(F.t) =0

p(7, 1) : masse volumique du fluide au point 7, & I'instant 7 ; (en kg.m ™) ;

- i e T = |
J m(_r) ,1) : densité de flux de masse au point 7, a I’instant 7; (en kg.m ~.s™ ).

5.2 Ecoulement incompressible et homogene

® PSI Caractérisation des régimes d’écoulement

uvL
n
Re : nombre de Reynolds ; (sans dimension) ;
u : masse volumique caractéristique du fluide (kg.m™");

v : vitesse caractéristique de I’écoulement ;
L : dimension caractéristique de I’écoulement ou de 1’obstacle dans 1’écoulement

(m);
n : viscosité (dynamique) du fluide (P1).

Re =

W =

RSB

y : viscosité cinématique du fluide (m*.s™");
1 : viscosité (dynamique) du fluide (PI);
u : masse volumique caractéristique du fluide (kg.m™).

Loi de Hagen-Poiseuille

e Champ des vitesses

V@)= 5 (R -r) e,

V(7) : champ des vitesses au point 7 de la canalisation (m.s™")

Ap : différence de pression entre les extrémités de la canalisation (Pa)
L : distance entre les extrémités de la canalisation (m)

R : rayon de la canalisation (m)

n . viscosité dynamique du fluide (en PI)

r : distance du point? a I’axe de la canalisation (m)

— 2 5 § ‘ ;

¢ . : direction de 1’axe de la canalisation.
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e Débit-volume de la canalisation

. R4
V=nR*v=—"A
ey 8L -

V : débit-volume 2 travers la section de la canalisation (m3.s_')

v : vitesse moyenne du fluide  travers la section de la canalisation (m.s™")
Ap : différence de pression entre les extrémités de la canalisation (Pa)

L : distance entre les extrémités de la canalisation (m)

R : rayon de la canalisation (m)

n : viscosité dynamique du fluide (P1).

e Résistance hydraulique

R _Ap 8nlL
"TV T aR

Ry, : résistance hydraulique de la canalisation (en Pa.s.m’ 3

V : débit-volume 2 travers la section de la canalisation (en m’ .s_]) ;

Ap : différence de pression entre les extrémités de la canalisation (en Pa) ;
L : distance entre les extrémités de la canalisation (en m) ;

R : rayon de la canalisation (en m)

n : viscosité dynamique du fluide (en PI).

® PSI Force de trainée sur une sphére solide

e Formule de Stokes
?T =—6n TI'R—\?

—_—

F ; : force de trainée sur la sphére aux faibles vitesses (en N) ;
n : viscosité dynamique (en Pl);

R : rayon de la sphere (en m) ;

V : vitesse de la sphere par rapport au fluide (en m.s™").

e Trainée aux fortes vitesses

1
F)T = —-2~C,uer2va>

-> .

F 7 : force de trainée sur la sphere aux fortes vitesses (en N) ;

C : coeflicient de trainée (sans dimension) ;

u : masse volumique du fluide (en kg.m™);

R : rayon de la sphere (en m) ;

v = |[V|| : norme de la vitesse de la sphére par rapport au fluide (en m.s™").
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107

107

T T

Force de trainée et portance

d’une aile d’avion

e Force de trainée

— 1 5 =
Fx — E x'um L UDG UDG
F, :trainée; (en N);
C, : coefficient de trainée ; (sans dimension) ;
U : masse volumique de I'air loin de I'aile ; (en kg.m_3) :
L : dimension caractéristique de I’aile dans le sens de I’écoulement ; (en m) ;
—
Us = ||Uo|| : vitesse d’écoulement de 1’air loin de I’aile ; (en m.s™');

e Force de portance
- 1

F.= 5 Cepos VR,

F. : portance ; (en N) ;

C. : coefficient de portance ; (sans dimension) ;

oo : masse volumique de I'air loin de 1’aile ; (en kg.m™) ;

L : dimension caractéristique de 1’aile dans le sens de I’écoulement ; (en m) ;
U : vitesse d’écoulement de I’air loin de ’aile ; (en m.s™');

ﬁ - - - . ) ~ - =
i | : vecteur unitaire perpendiculaire a la trainée, dans le plan vertical conte-
nant cette derniere et dirigé vers le haut.

5.3 Bilans macroscopiques

® PSI La relation de Bernoulli

g 25

TR T

v : vitesse du fluide (en m.s™');
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g : accélération de la pesanteur; 9, 81 m.s 2

u - masse volumique du fluide incompressible (en kg.m ™) ;
p . pression du fluide (en Pa) ;
z : altitude du point dans le fluide (positive vers le haut) (en m).

@ PSI Pertes de charge de I’écoulement
A(£+,gz+ lvz) =—Au=-e
Ji 2

- vitesse du fluide (en m.s™!);

: accélération de la pesanteur; 9, 81 m.s > ;
: masse volumique du fluide incompressible (en kg.m™);

: pression du fluide (en Pa) ;
: altitude du point dans le fluide (positive vers le haut) (en m) ;
- dissipation massique (en J.kg ™).

Ap = —pe
Ap : chute de pression le long de I’écoulement, perte de charge (en Pa);

p : masse volumique du fluide incompressible (en kg.m™) ;
e : dissipation massique (en J.kg"').

NRIE 0 <

™

& PSI Bilan de quantité de mouvement

il
!

= — T Vi Vo
= Fc—»f =P +Dm(?i = vo) +P.:'Sf V— —PoSa T
L o
_> el - - -
— F .,y : force exercée par un fluide sur une canalisation (en N) ;

D,, : débit-masse du fluide (en kg.s_') :

v; = |[V;]| : vitesse du fluide dans la section d’entrée (en m.s™');
v, = |[V,ll : vitesse du fluide dans la section de sortie (en m.s™');
Si. 8, : aires des sections droites d’entrée et de sortie (en m?):

Di» Po : pressions du fluide dans les sections droites d’entrée et de sortie (en
Pa);

—_
P : poids du fluide entre les sections d’entrée et de sortie (en N).

(2 | Bilans d’énergie

2
Vv
D, Al— +
(2

=

+gz) = L.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

6. Thermodynamique 153

D,, : débit-masse du fluide (en kg.s_') :
v : vitesse du fluide (en m.s™');
¢ : accélération de la pesanteur; 9,81 m.s ™2 ;

u : masse volumique du fluide incompressible (en kg.m ™) ;

p : pression du fluide (en Pa) ;

z : altitude du point dans le fluide (positive vers le haut) (en m) ;
P; : puissance des forces internes au fluide (en W).

(P; = 0 si le fluide est parfait.)

6. Thermodynamique
6.1 Description d’un systeme a I’équilibre

oL Systeme thermodynamique

e Systeme isolé : aucun transfert (ni de matiere, ni d’énergie) avec le milieu
extérieur.

e Systeme fermé : pas de transfert de matiere (seulement d’énergie) avec le
milieu extérieur.

e Systeme ouvert : transferts de matiere et d’énergie avec le milieu extérieur.

‘

Pression et force

p : pression (Pa)
F : intensité de la force (N)
S : surface (m?)

L ™

‘

Lois du gaz parfait

e [Loi de Boyle-Mariotte : pV =cte a T et m fixées.
e [oi de Gay-Lussac et Charles : pV dépend de T a m fixée.
e [oi d’Avogadro—Ampere : pV est proportionnel a n a T fixée.
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1 Equation d’état du gaz parfait

p : pression (Pa)
A I’échelle macroscopique V : volume ( m>)
n : quantité de matiere (mol)

pV =nkl R : constante des gaz parfaits
S ) _ (J.mol" . K™
A I’échelle mésoscopique T : température (K)

p=nik,l n” : densité particulaire (m™)

kp : constante de Boltzmann (J .K‘l)

@ Différents types de diagrammes (y, x) ouy = f(x)

e Diagramme d’ Amagat = diagramme (pV, p)

e Diagramme de Clapeyron = diagramme (p, V)

e Diagramme de Watt = diagramme (p, V) pour les cycles

e Diagramme d’ Andrews = diagramme (p, V) pour I’équilibre liquide-vapeur
e Diagramme d’état = diagramme (p, 7).

6.2 Changement d’état d’un corps pur

@ Vocabulaire du changement d’état liquide-vapeur

e Vaporisation = changement d’état dans un volume fermé.

o Evaporation = changement d’état dans un volume ouvert. L"équilibre n’est
jamais atteint (les molécules gazeuses se déplacent par diffusion dans tout I’es-
pace).

e Ebullition = changement d’état provoqué par un chauffage poussé. Il se forme
des bulles de vapeur a I'intérieur du liquide.

b Diagramme d’état

p p

solide\ liquide

Cas général Cas particulier (ex : eau)
C : point critique (point au-dela duquel on ne fait plus la différence entre état
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liquide, état gazeux et état fluide)

T : point triple (point ou coexistent les trois états de la maticre)
p : pression (Pa)

T : température (K)

ik Equilibre liguide - vapeur — diagramme d’'Andrews

p : pression (Pa)
v : volume massique (m3.kg_l)

Wb Théoréme des moments

wy, et xz : fractions massique et mo-
Vy —vv MV _ laire en liquide (sans dimension)
b=, LY 1L v, vy et vy @ volumes massiques

aux points M, V et L (m® kg™")
6.3 Travail, transfert thermique, transformations

b Types de transformations

e Quasi statique = infiniment lent : p = p et T = T, a chaque instant

e Réversible = quasi statique et renversable

e Monotherme : T, = cte et une seule source extérieure

e [sotherme = monotherme et quasi statique : 7' = Ty = cte a chaque instant
e Monobare : p.y; = cte

e [sobare = monobare et quasi statique : p = pex, = cte a chaque instant

e [sochore = monobare et quasi statique : V = cte

e Adiabatique = athermane = calorifugé = isolé thermiquement

w; =
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Travail des forces de pression

W, et x; : travail des forces de pres-
Vi sion (J)
W,=- f Pext dV Pext - pression du milieu extérieur
Vi (Pa)
V : volume du systeme (m)

e [sobare : W = —p(V,. - V,)
e [sochore : W =0

e Isotherme : W = —nRT In —~ pour un gaz parfait

=

Types de transfert thermique

e Convection (naturelle ou forcée) : transfert thermique dii @ un mouvement
macroscopique des particules.

e Conduction : transfert thermique sans déplacement de matiere d a une inho-
mogénéité de température.

e Rayonnement : transfert thermique di au fait que tout corps chaud émet un
rayonnement pouvant se propager.

Energie et puissance

Prméca €t P @ puissances mécanique
. Wp et thermique (W)
At W, : travail des forces de pression
0 )
T At Q : transfert thermique (J)
At : durée (s)
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6.4 Premier et second principes

(1 Energie interne d’un gaz parfait

U : €nergie interne (J)

Cy, Cy,, e mcy, : capacités
thermiques & volume constant
T (< tout court » en J.K™', molaire
y=1 en Jmol'K™' et massique en
avec Cy = nCy,, = mcy, Jkg 'K

3 T : température (K)

Gaz monoatomique : U = —NK,T ¥ : rapport des capacités thermiques
2 a pression et volume constants

N : nombre de particules

ky : constante de Boltzmann (J K™

R
=G, =—

(1 Energie interne d'une phase condensée

supposée indilatable et incompressible

U : énergie interne (J)
& C : capacité thermique (J.LK™)
T : température (K)

iz
Il

1 Premier principe de la thermodynamique

E : énergie totale (J)
U : énergie interne (J)
AE = AU + AE,, =W+ Q E . : énergie mécanique (J)

avec W=W,+W W, W, et W’ : travail, travail des
forces de pression et travail utile (J)
Q : transfert thermique (J)

i Transformation adiabatique — Loi de Laplace

H : enthalpie (J)

[ et F' : états initial et final
TV =TV =2 p : pression du systeme (Pa)
V : volume (m°)

T : température (K)

Vi =p. ¥ =cicl

Tip,' ™ =Tppp 7 =cte3
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Enthalpie

H : enthalpie (J)
H=U+pV U : énergie interne (J)
: : pression du systéme (Pa)
L= CPT (gaz parfait) f/ :I::'olume (1n3)y
H=CT =~ U (état condensé C, : capacité thermique a pression
incompressible et indilatable) constante (J.LK™1)
C, : capacité thermique (J.K™ ")

‘

Cas d’une transformation monobare

H : enthalpie (J)

Q, : transfert thermique a pression
constante (J)

W’ : travail utile (J)

AH=Q,+W

A\_»>H : enthalpie de changement
d’état (J)

A ,H=H,—-H =ml_,, m : masse (kg)

t,_, : enthalpie massique de chan-
gement d’état (J .kg“l)

Enthalpie de changement d’état

i Second principe de la thermodynamique
AQ : variation d’entropie (J.LK™1)
AS =8,+S, S . : entropie échangée (J.K™)
Z Q. S . : entropie créée (J.LK™)
avee S = ——— Q; : transfert thermique de la source
T i (1)
T; : température de la source i (K)

(1) Entropie de changement d’état
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A28 : entropie de changement
d’état J. K™

Ayl , :

AI—PZS = SZ = Sl - 1-2 A,l’—QH . Gnthalple de Changemen[
T, d’état (J)

T\_» : température de changement
d’état (K)

6.5 Machines thermiques

Machine ditherme

T T
Q. @

Tc et Tr : températures de la source
chaude et de la source froide (K)
Qc et Qp : transferts thermiques
machine recus de la part de la source chaude
et de la source froide (J)

W : travail recu (J)

w

Inégalité de Clausius

Tc et Tr : températures de la source
chaude et de la source froide (K)

Oc Or

7.t 7 <0 Q¢ et Qp : transferts thermiques
€ i recus de la part de la source chaude
et de la source froide (J)

Rendement d’un moteur

‘

n : rendement du moteur (sans di-
mension)
5 Iénergie utile| o T et Ty : températures de la source
a |énergie fournie au moteurl = chaude et de la source froide (K)
W Qc et Qp : transferts thermiques
m= _"é; recus de la part de la source chaude
et de la source froide (J)
W : travail recu (J)

Théoreme de Carnot
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n : rendement du moteur (sans di-
mension)

nc . rendement de Carnot (cas
réversible)

Tc et Ty : températures de la source
chaude et de la source froide (K)

€ Efficacité d’un récepteur

|énergie utile|

€

|énergie fournie au récepteur|

e : efficacité du récepteur (sans di-
mension)

Efficacités frigorifique et thermique

O Tr
e = —+ <L e
=T e
QC TC
= —— < — e
€th W €c T iy

6.6 Systemes ouverts

er, e et ec : efficacités frigori-
fique, thermique et de Carnot (cas
réversible)

Qc et Qp : transferts thermiques
recus de la part de la source chaude
et de la source froide (J)

W : travail recu (J)

Tc et Tr : températures de la source
chaude et de la source froide (K)

Application du premier principe

g ouQ

Svsteme fermé a Uinstant
oY Systéme  l'instant £ + dt

¢ Soit la machine thermique schématisée ci-dessus, fonctionnant en régime sta-

tionnaire avec un débit masse D,,,.
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Dy, . Ahg = Dy, . (hep = hgt) = W, + Q

e Caractéristiques énergétiques et mécaniques de la machine

D,, : débit-masse (kg.s*l);

w, et g : travail utile (autre que celui des forces de pression) et énergie ther-
mique massiques (J.kg™');

W, et Q : puissance utile (autre que celle des forces de pression) et puissance
thermique (W) ;

o et o @ sections des conduites d’entrée et de sortie de la machine (m?);

7) et z» : altitudes moyennes des sections d’entrée et de sortie du fluide dans la
machine (m).

e Parametres d’état du fluide

u : énergie interne massique (J.kg™');

p : pression du fluide (Pa) ;

v : volume massique (m3.kg"') :

h = u + pv : enthalpie massique (J.kg™");

V : vitesse du fluide dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen (m.s™');
s : entropie massique du fluide (J.kg™'.K™");

1 et 2 : indices respectifs des grandeurs d’entrée et de sortie ;

he1, hg @ enthalpies massiques généralis€es du fluide en amont et en aval de la

machine thermique (J.kg™');
D,, : débit-masse (kg.”');

1 1
he = h+gz+ EVz =u+pv+gz+ 3 V? : enthalpie massique généralisée (J.kg™).

Vi Va
DmZO"l‘;—":U'z-;“ Ahg=h32—h31=wu+q
] 2

Le travail utile massique et la puissance mécanique utile étant liés par :
Dpwy, =W, Dy,qg=0Q

AtTENTION : L'enthalpie généralisée est parfois définie sans le terme gz. Lorsque

tel est le cas, w, (W) doit comptabiliser aussi le travail massique (la puissance)
des forces de pesanteur.

Application du second principe

SZ_S1=S€+SC

s1, 8> : entropies massiques en amont et en aval de la machine (en J .K‘I.kg_]) :
s, : entropie massique échangée ; (en J K ' kg™!);
s, & entropie massique créée ; (en J.K '.kg™).
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Dm'(SZ_Sl)zse +Sc

D,, : débit-masse ; (en kg.s") :
S ¢ : taux horaire d’entropie d’échange ; (en JKls™;
S ¢ 1 taux horaire de création d’entropie ; (en IR s

Se = Dy, SC = D,58;

7. Statique des fluides

Force surfacique : la force de pression

._f}s(_r)) = = p(—r))Tz}(—r))

=3 = 0 ; By 2
f +(7) : densité surfacique de force au point 7 (N.m™2);
p(7) : pression dans le fluide au point 7 (Pa);

— . . -\ - . — . -
H (_r) ) : normale unitaire a une surface dans le fluide au point # (orientée de la
surface vers le fluide) (sans dimension).

E’zﬂ_f’sds
23]

ey
S :résultante des forces surfaciques (N) ;

7 i x 5 = -9
f 5(_1‘) ) : densité surfacique de force au point ¥ (N.m™");
¥ : surface fermée (m?).

i Force volumique : la force de pesanteur

dP : force de pesanteur élémentaire
ou poids élémentaire (norme en N)
p : masse volumique (kg.m ™)

@ : champ de pesanteur (norme en
m.s‘z)

dr : élément de volume (m?)

@ Equation fondamentale de la statique des fluides

e

— —
gradp— f, =0
p . pression dans le fluide ; (en Pa) ;
?,, : densité volumique des forces de champ ; (en N.m™?).
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Statique des fluides

dans le champ de pesanteur uniforme

e Champ de pression dans un fluide incompressible

o
==

p : pression dans le fluide ; (en Pa) ;
z . altitude dans le fluide (orientation verticale ascendante) ; (en m) ;

4 : masse volumique constante du fluide ; (en l-:g.m_3 -

g : accélération de la pesanteur; 9, 81 m.s ™.

-pg

e Champ de pression dans un gaz a 1’équilibre isotherme

dp Mg
iz =~ METTRT
p : pression dans le gaz ; (en Pa) ;
z : altitude dans le gaz (orientation verticale ascendante) ; (en m) ;
u : masse volumique du gaz (en ke.m™);
g : accélération de la pesanteur 9, 81 m.s™> ;
M : masse molaire du gaz (en kg.mol™");
R : constante des gaz parfaits 8,314 J.K '.mol ! ;
T : température absolue du gaz (en K).

p

@®  Densité particulaire et facteur de Boltzmann

n* : densité particulaire (m™)
E . énergie potentielle de pesan-

P
. teur (J)
n*(z) = n*(0) e“ﬁ? kg : constante de Boltzmann (J K™

T : température (K)
. Ep(z}
e "7 : facteur de Boltzmann (sans

dimension)

b Poussée d’Archimeéde




164  [3] Physique

il poussée d’Archimede (norme
en N)

= p : masse volumique du fluide
— =

II=pVg (kg.m™)

V. : volume du corps immergé (m?)
R 212 .

g : accélération de la pesanteur
(norme en m.s"z)

\

b Equivalent volumique des forces de pression

f, : force volumique de pression
(norme en N.m™>)

— i —
f,=—gradp grad : opérateur gradient
s . p_) pression (Pa)
dF = f,dr = —grad p-dr dF : force de pression élémentaire

(norme en N)
d7 : volume élémentaire (m’)

i Equation locale de la statique des fluides

p : pression (Pa)

p : masse volumique du fluide
(kg.m™)

e d

f, : force volumique de pression
(g si la seule force volumique est
le poids) (norme en N .m_s)

— —
grad p = pf,

8. Electromagnétisme

8.1 Action d’un champ magnétique

@ Champ magnétique créé par une bobine ”infinie”
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-_-, P B ~ 3. ”
Bine : champ magnétique a I'inté-
rieur de la bobine (norme en T)

Mo - perméabilité du vide (Hm™")

n : nombre de spires par unité de
longueur (m‘l)

[ : intensité du courant (A)

— v .

U . . vecteur unitaire sur 1’axe de la
bobine, orienté par la regle du tire-
bouchon et le sens de / (sans dimen-
sion)

@ Moment magnétique d’un dipdle (spire ou aimant)

71 : moment magnétique (norme en
A.m?)

I : intensité du courant (A)

S : surface de la spire ou section de
=ISTH I’aimant (m?)

7 : vecteur unitaire normal 2 la sur-
face, orienté par la régle du tire-
bouchon et le sens de 7 (sans dimen-
sion)

—_— —
Bint = pon I u;

3l

Force de Laplace

(pour un élément de courant filiforme)

P
dF = Idl A Bex F : force de Laplace (norme en N)
. oy I : intensité du courant (A)
Résultante : F = f dF d¢ : élément de longueur (m)
_> F )
(nulle pour un champ magnétique B, : champ magnétique exterieur
uniforme et stationnaire) au circuit (norme en T)

Densité volumique

des forces de Laplace

Fu@=TAABD)  Fo=|[[[Tua
V



166  [3] Physique

? 1, : densité volumique des forces de Laplace au point 7 (en N.m™);
? ¢ : résultante des forces de Laplace volumiques (en N) ;

T(? ) : densité volumique de courant électrique (en A.m™2);

ﬁ(_r) ) : champ magnétique au point 7 de la distribution (en T).

Couple magnétique

‘

- —
[' =% A B,

__> -
[' : moment du couple magnétique (norme en N.m) ;
71 : moment magnétique (norme en A.mz);

e | - F - "
Bext : champ magnétique extérieur au circuit (norme en T).

8.2 Induction, auto-induction et couplage

‘

Flux d’un champ magnétique

_)__)

=]
|
oLn
oo
=
&

@ : flux magnétique (Wb) ;

C : contour fermé orienté ;

7 : vecteur normal au circuit, orienté par rapport au courant par la régle du
tire-bouchon (sans dimension) ;

B champ magnétique (norme en T) ;

dsS : élément de surface (mz}.

b Loi de Faraday - force électromotrice

e : force électromotrice induite (V)
® : flux magnétique (Wb)
t: temps (8)

do

e=-———
dt

Loi de Lenz

‘

Un phénomene d’induction magnétique agit toujours de facon telle qu’il s’op-
pose aux causes qui lui ont donné naissance.

P _ oo = v . . .
Ainsi, s1 'intensité d’un champ magnétique B diminue, le courant induit crée

—_
un champ magnétique dans le méme sens que B qui compense cette diminu-
tion.
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@ Auto-induction, flux propre et inductance propre

® : flux magnétique propre (Wb)
®=Li L : inductance propre (H)
[ : intensit€ du courant (A)

e : force électromotrice d’auto-

: induction (V)
e=——=—-L— @ : flux magnétique (Wb)
t : temps (s)

i : intensité du courant (A)

Travail recu lors de I'auto-induction

W : travail recu (J)

. . o e : force électromotrice d’auto-
gl = cldi = s idih =S O induction (V)

o i : intensité du courant (A)
W=£L1d: t : temps (S)

@ : flux magnétique (Wb)
L : inductance propre (H)

(1) Energie potentielle magnétique

_ E, : énergie potentielle (J)
B . i) oW : travail élémentaire recu (J)
Ep=- f i f(: Lo de ~2-Lz L : inductance propre (H)
i : intensité du courant (A)

&b Bobines en interaction — inductance mutuelle

DO = M. fD‘-_, j ﬂl.l}li du .champ magnétique
i e induit par i sur j (Wb)

D,_,, = M,i M;; et M : inductance mutuelle (H)

MM = M i, : intensité du courant dans le cir-
172 cuit k (A)
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@b Flux total

®, = flux propre + flux induit

®, : flux du champ magnétique du
circuit 1 (Wb)

L : inductance propre (H)

M : inductance mutuelle (H)

I : intensité du courant dans le cir-

cuit k (A)

8.3 Conversion de puissance électromécanique

L

N d
Equation mécanique : mud—:- = iBd

Equation électrique : e = Ri = —Bd v
dv a*B?

— +
ds

vi=10

Equation finale :

(L

dp = dF -7

Rails de Laplace : P = Ify Bey

Puissance des forces de Laplace

Rails de Laplace — conversion de puissance

m : masse de la barre (kg)

v @ vitesse (m.s™})

[ : intensité du courant (A)

B : champ magnétique (T)

e : force €lectromotrice (V)
R : résistance (Q)

d : distance entre les rails (m)

P : puissance des forces de Laplace
(W)

d?-‘} : force élémentaire de Laplace
(norme en N)

v : vitesse de la tige (m.s™")

[ : intensité du courant (A)

{ : distance entre les rails (m)

Bey, : champ extérieur au circuit (T)

i Courants de Foucault

Les courants induits peuvent occasionner des échauffements importants par ef-

fet Joule. On parle de courant de Foucault.

Application : systeme de freinage par induction.

Haut-parleur et microphone

Un haut-parleur est constitué d’un aimant permanent cylindrique. Sur I’entrefer
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de cet aimant repose une bobine mobile. Celle-ci est solidaire d’une membrane
et, lorsqu’elle est parcourue par un courant alternatif, permet les vibrations de
la membrane.

Le haut-parleur convertit de I’énergie électrique en énergie mécanique.

Le dispositif inverse est le microphone.

8.4 Conservation de la charge électrique

Densités volumique

de courant électrique

?i(?,f) = pi(T, ) V(7 1)

iy

J ;(_r) ,1) : densité volumique de courant électrique dii aux charges d’espece i
P S -2

au point 7, a 'instant #; (en A.m™ ) ;

0i(7.1) : densité volumique de charges électriques mobiles dans le référentiel

R des charges de ’espéce i au point 7, & I'instant 7 ; (en C.m ™) ;

V(7,1 : vitesse moyenne des charges de 1’espéce i dans le référentiel R au

point?, a linstant 7: (en m.s ™).

_j>(?= I) = Z_j)f(_r)a r) p(_r)a r) = Zpi(_r)v f)

— W . P - A 0w -

j (7.,1) : densité volumique de courant électrique dii & toutes les espéces de
T )

charges au point 7, a I’instant 7; (en A.m™ ") ;

o(7., 1) : densité volumique de charges mobiles dans le référentiel R de toutes

les especes de charges en 7, alinstant 7 (en C.m‘3) ‘

__> L) * e # + -

Vv (7‘) ,1) : vitesse moyenne des charges mobiles dans le référentiel R au point

7, alinstant 73 (en m.s™1).

Définition de l'intensité

du courant électrique

I(t) = fj _j>(_1r-’,r)-d§>

S (resp. T)

I(t) : intensité du courant électrique a travers une section S d’un conducteur ou
la surface fermée X ; (en A) ;
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— 5% ; e 1
j (7.1 : densité volumique de courant di & toutes les espéces de charges au
point_r) alinstant 7: (en A.m™2).

Equation de continuité

par espece, a une dimension

Wi x,1) + Dijix
ar Ox
Jix(x, 1) : densité volumique de courant des charges d’espece i en tout point
d’abscisse x, 4 I'instant 7 (en A.m™2);
pi(x, 1) : densité volumique de charges mobiles dans le référentiel R des charges
de I’espéce i en tout point d’abscisse x, a I'instant 7 (en C.m ™) ;
oi(x, 1) densité volumique de création de charge électrique de I’espece i par
unité de temps en tout point d’abscisse x, & I'instant # (en C.m .5~ 1).

(x,1) = oi(x, 1)

Conservation de la charge électrique

Equation de continuité
de la charge électrique

p(x, 1) : densité volumique de charges €lectriques mobiles en tout point d’abs-
cisse x, a I’instant ¢ (C.m_3) :

J(x, 1) : densité volumique de courant électrique en tout point d’abscisse x, a
I’instant ¢ (A.m_z).

Généralisation a trois dimensions

%ﬁi(?-’,r) +divj(7.0=0

—
j (7,10 : densité volumique de courant électrique dii 2 toutes les especes de
charges au point_r), al’instant ¢ ; (en A.m‘z);
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p(7.1) : densité volumique de charges mobiles dans le référentiel R de toutes
les espece de charges en 7, a I'instant 7; (en C.m™).

&b Loi d’Ohm locale

T@.0=yE@.0

—;(_r) ,1) : densité volumique de courant électrique di a toutes les especes de
charges au point 7, a I'instant  (A.m™) ;

v : conductivité du milieu conducteur (S.m™");

E(7, 1) : champ électrique au point 7, & I'instant ¢ (V.m™").

2
qg-Th
’J/: 4

n

g : charge électrique des porteurs mobiles de charge électrique (C) ;

n, : densité volumique de ces porteurs mobiles (m™);
m : masse d’un porteur mobile de charge électrique (kg) ;
7 : temps caractérisant la force de frottement fluide dans le modele de Drude (s).

(2 Résistance d’un conducteur ohmique
l

R=—
¥ S

R : résistance d’un conducteur ohmique cylindrique (€2) ;
[ : longueur du cylindre (m) ;
S : aire de la section droite du cylindre (m?).

(2] Loi de Joule

—

= =1
pp=J3 E=yE

p, - densité volumique de puissance dissipée par effet Joule dans le conducteur
ohmique (W.m3) :
v : conductivité du conducteur ohmique ;

ﬁ - .y
E : champ électrique dans le milieu conducteur.
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8.5 Distributions de charge et champ électrostatique

& MP Force de Coulomb

—_—
T __7 Q12 MM
F2g2 T T Y=g T '

e
A0 |\M M|

_f)ql_)q,2 : force électrostatique que la charge ¢, fixe en M; dans le référentiel
d’étude exerce sur la charge ¢, fixe en M5 (en N);

g1, g2 (en C);

gp : permittivité diélectrique du vide ; 8, 854 X 1072 Em™L,

A MP Champ électrostatique

d’une charge électrique ponctuelle

—

—
f'?_’@': _ q MP

_>
E(P) = - .
4 4meo |ngp|P

E}(P) : champ électrostatique créé au point P par la charge g fixe en M dans le
référentiel d’étude (en V.m™).

& MP Modélisations des distributions

de charge électrique

dg = p(7)dr

p(_r) ) : densité volumique de charge (en C.m_3) ;
dgq : charge (en C) contenue dans le volume d7 (en m3) au point_r) de I'espace.

dg = o(7)dS

a'(-r) ) : densité surfacique de charge (en C.m_z) :
dg : charge (en C) contenue sur la surface dS (en m?) au point 7 de I"espace.

dg = A(7)d!

A(7) : densité linéique de charge (en C.m™");
dg : charge (en C) contenue sur le segment d/ (en m) au point 7 de I’espace.
Charge totale de ces distributions :
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0= [[[p)dr o 0= [[a(@)dS ou Q:f,{(_r’)dl
Vv S &

Symétries et invariances

des distributions de charge électrique

pM) = p(T(M))
p : distribution volumique de charge invariante par I’isométrie affine 7.

Eléments d’invariance caractéristiques

l. invariance par translation selon une direction donnée (E) + paréx.) ;
px,y,.2) = p(¥,2)

2. invariance par toute rotation autour d’une direction donnée (symétrie de
révolution) : p(r,0,z) = p(r,z) ;

3. invariance par toute rotation autour d’une direction quelconque passant par
un point donné (symétrie sphérique) : p(r, 6, ) = p(r);

4. invariance par rapport a un plan de symétrie (par ex. x = 0) :

p(_xs Vs Z) = ,O(x,y, Z) ;

5. invariance par rapport a un plan d’antisymétrie (par ex. x = 0) :

p(=x,y,2) = = p(x, y,2).

(2 Conséquence sur le champ électrostatique

ETP) =T(EP)

E(P) : champ électrostatique en P d’une distribution invariante par I’élément
d’invariance 7, d’application linéaire associée 7.

Distribution de charge électrique
1. invariante par translation selon une direction donnée (par ex. _e>x) ;

T?’)(xv y! Z) = E}-‘(y! z)_e)}' =t Ez(}’a Z)_e)z p

2. a symétrie de révolution autour de I’axe 7'z :

E(r,6.2) = E,(r,2 €, + Eo(r, 2) €2}

3.4 symetrle sphérique autour du point O : E(r 8,¢) = ,,(r)?f'r .
4. invariante par rapport au plan de symétrie (par ex. x = 0) :

—
E{x. 3. 2) = B3, z) € x By Y, z) By E N, z) €. ou E, est impaire en x,

E, et E, sont paires en x;

5. antisymétrique par rapport a un plan (par ex. x = 0) : E est paire en x, Ey et
E. sont impaires en Xx.
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(2] Recherche des invariances

Choisir un point P quelconque et rechercher si des plans de symétrie de la dis-
tribution passent par ce point. Si tel est le cas, le champ électrostatique appar-
tient aux plans vectoriels directeurs de ces plans affines de symétrie, donc a
leur intersection : ceci fixe la direction du champ électrostatique en ce point P.

Rechercher les invariances par translations : la composante restante du champ
électrique ne dépend pas des coordonnées le long des directions d’invariance
par translation.

8.6 Equations de Maxwell dans le vide

div—E) =2 Maxwell-Gauss
&0 -
l;i-]_*:) = — (%l:— Maxwell-Faraday
divﬁ =0 Mawxell-flux
—
l;iﬁ) = ,uo—j) + & (90_1;3 Maxwell-Ampere

: champ électrique (V.m™);

: champ magnétique (T);
: densité volumique de charge électrique (C.m™>);

—|® =] m

: densité volumique de courants €lectriques (A.m2);
go : permittivité diélectrique du vide ; 8,854 x 107> Fm™';
Lo : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™',

8.7 Propriétés du champ électrostatique

(2 Circulation du champ électrostatique

et potentiel électrostatique

Cra(®)= [ B a7

A
Ciug (TE)) : circulation du champ électrostatique de A a B (V).

e Circulation du champ d’une charge ponctuelle g fixe en 7 entre A et B,
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indépendante du chemin suivi :

C (E) q ( 1 | )
A—B = ==
Aneo \[P4 - 7ull  I[P5—Tull

1
V(7)= a0 |+cte

V(7) : potentiel électrostatique au point 7 de la charge ¢ fixe en 7y (en V).
« Cams(E) = Vi) - Vi)

La circulation du champ électrostatique sur un contour fermé est nulle.

® MP  Equation locale du champ électrostatique

Tt E(?) =0
Théoreme de Stokes

fr-z(_r’)-d_’=£fr—o_i:z_4)(7)-d§)

(2 Potentiel électrostatique

—

° CA_,B(E) = V(A) - V(B)
E(7) = - grad V(7)

=2 2 . b= 1
E(7) : champ électrostatique au point 7 (en V.m ™' );
V(7) : potentiel électrostatique au point 7 (en V).

équation de Poisson

du potentiel électrostatique

Ap=—F
&0
V : potentiel €lectrostatique (en V) ;
p : densité volumique de charge électrique (en . )
I

€0 : permittivité diélectrique du vide ; 8,854 x 107> Fm™'.
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(2 Energie potentielle et potentiel électrostatique

Spe(_r)) =q V(?) + cte

8pe(_r) ) : énergie potentielle de la charge (enJ);
g : charge électrique placée au point 7 (en C);
V(7) : potentiel électrostatique créé par toutes les charges autres que ¢ (en V).

Potentiel électrostatique

d’une distribution de charges

Soit {g;}ic;, fixes dans R, en {7:}ics. Le potentiel qu’elles créent au point7 est,
selon le principe de superposition :

qi 1
V() = : +ct
)= 2 e 7

i€l

(2] Champ et potentiel électrostatiques

Caractere conservatif du champ électrostatique :

E(7) = —grad V(7)

énergie potentielle d’'une charge

dans un champ extérieur

Spe(?) =i V(?) + cte

8,,6(7 ) : énergie potentielle électrostatique de la charge ¢ placée au point 7
dans le potentiel V(_r) ) (en J).

Flux du champ électrostatique

dd = E(?) - R(P)dS = B(7)-dS

d® : flux élémentaire du champ électrostatique (en V.m) ;
—
E(7) : champ électrostatique au point 7 (en V.m™');
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= ., . ’ . , . . ~
dS : élément de surface positionné au point 7, d’aire dS et perpendiculaire 2
la direction de 77(7) (en m?).

o= [[E@-dS o [[EF)-dS
S z
@ : flux du champ électrostatique a travers la surface ouverte S ou fermée X.

(2 Théoreme de Gauss
[[Er)-ds = &
2

€0

ﬁ(_r) ) : champ électrostatique au point7 de la surface fermée £ (en V.m™') ;
Qs : partie de la charge électrique de la distribution a I’origine du champ, en-
fermée a I’intérieur de X ;

go permittivité diélectrique du vide.

(2] Formulation locale du théoreme de Gauss

divE(?) = p(7)
&0

T*Z)(_r’ ) : champ électrostatique au point 7 créé par la distribution de charge
électrique (en V.m™');

p(7) : densité volumique de charge électrique au point 7 (en C.m ™) ;

div : opérateur divergence.

8.8 Champs électrostatiques de distributions particulieres

Champ électrostatique

du plan uniformément chargé

— £
E(7) =
= siz<0
—-——¢€
2ep

E= 1 y . .= ~1
E(7) : champ électrostatique au point 7 (en V.m™');
o : densité surfacique de charge, constante, sur le plan z = 0 (en C.m™2);
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&o : permittivité diélectrique du vide ;
LN ’ ’ . . o 4
z : troisieme coordonnée cartésienne du point 7 (en m);
_) . Pe £l
¢ ; : normale orientée de I’armature portant o vers celle portant —o.

(2 Champ et capacité du condensateur plan

siz] >0

—_
E(7): champ électrostatique en 7 (en V.m™');

- ; e e
o : densité surfacique de charge, constante, sur le plan z = ~5 le plan z = 5

’ , i . 220)
étant chargé avec la densité surfacique —o (en C.m™7) ;
go : permittivité di€lectrique du vide ;
L s y ) . e d
z : troisieme coordonnée cartésienne du point 7 (en m).
S
€= &) —
e
C : capacité du condensateur (en F) ;

. N C N . 2
S : aire des armatures planes paralleles en vis-a-vis (en m~) ;
e : distance entre les armatures (en m) ;

&o : permittivité diélectrique du vide.

Cylindre infini uniformément chargé

i)(_r) ) : champ électrostatique en 7 (en V.m™'):

po - densité volumique de charge, constante, a I’intérieur du cylindre d’axe 7'z
de rayon R (en C.m ™) ;

&o : permittivité diélectrique du vide ;

r : distance  I’axe 7’z du point 7 (en m).



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

8. Electromagnétisme 179

Sphére uniformément chargée

€, S1 R<r

TZ)(—? ) : champ électrostatique en 7 (en V.m™');

po : densité volumique de charge, constante, a I’intérieur de la sphere de centre
O de rayon R (en C.m™ i

go : permittivité diélectrique du vide ;

r : distance de O au point7 (en m).

8.9 Analogie pour le champ de gravitation

Définition du champ de gravitation

—
MP

q
G(P)=-Gm—;
IMP|]?

N

G(P) : champ de gravitation au point P (en m.s"z) g

G : constante de gravitation universelle ; 6,67 x 107" m® kg~ '.s72;
m : masse ponctuelle fixe en M (en kg).

(2 Potentiel de gravitation
G(?) = - grad Vo(7)

G(P) : champ de gravitation au point r ;

VG(7 ) : potentiel de gravitation au point7 (en m%.s72).

Vo(F)=—-Gm

1

—  tocte
—

7 =7 ull

V(7)) : potentiel de gravitation au point 7 ;
G : constante de gravitation universelle ;

m : masse ponctuelle fixe en 7M (en kg).
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(2 Flux du champ de gravitation

et théoreme de Gauss

H_G’(‘r’)-d? = —4nG Ms

b

—_—
G(P) : champ de gravitation au point 7 P de la surface fermée X ;
G : constante de gravitation universelle ;

My : masse de la partie de la distribution contenue dans X (en kg) ;

Ms = fﬂuﬁ" )dr

,u(7 ) : densité volumique de masse au point—r) (en kg.m"3 ).

e e champ d’une distribution de masse a symétrie sphérique de rayon R : par
analogie avec le champ électrostatique de la sphere uniformément chargée,

—4ng‘%r—e’, si 0<r<R

_)

G(_r)) = ,U()R3

-4nG——¢€, si R<r
3r2

ﬁ - . -

G(P) : champ de gravitation au point 7 ;

G : constante de gravitation universelle ;

Ho : densité volumique de masse, constante, de la sphere de centre O et de rayon

R (en kg.m'3) :
r : distance de O au point_r) (en m).

8.10 Dipoles électriques

& MP Le moment dipolaire

79) = ZQi_r)i

7 : moment dipolaire d’une distribution neutre de charges électriques ; unité

|
C.m ou bien le debye D, 1 D= 3 X 10 C.m;

g; : charge ponctuelle au point 7, ; Z q; =0.

i€l

P=q@* -7
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7 : moment dipolaire d’une distribution neutre de charges électriques ;
—
-

+ = .5 5 % .
, ¥~ :positions des barycentres des charges positives et négatives ;
g" : somme des charges positives de la distribution ; unité : C.

V(7) : potentiel électrostatique en 7, & grande distance de la distribution ;

7 : moment dipolaire de la distribution neutre de charges électriques ;
go : permittivité di€lectrique du vide ;

r=17I.

En coordonnées sphériques :

p Ccos 6
V(7) = Z naosrz ou (r,6, ) : coordonnées du point—r) et p=IPl

& MP Champ électrostatique du dipole
EP) = —— (3377 -773)
471'807'5 K F

=2 < R 2 B 8
E(7) : champ électrostatique en 7, a grande distance de la distribution ;

7 : moment dipolaire de la distribution neutre de charges électriques ;
go : permittivité di€lectrique du vide ;

r= 7l

En coordonnées sphériques :

2 o in 6
By sy | psinf
4reyr’ dreyr’

ot (r,6,¢): coordonnées du point7 et p= ||7))||.
Lignes de champ et équipotentielles du dipdle électrostatique :
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---- équipotentielles

i ¥ ——lignes de champ

A MP Action des champs électriques sur les dipoles
—f)e = (—p) ﬁ)—E)(—r))

¢ - force exercée sur le dipdle (en N);

’ . Y IR _
(7 ) : champ électrique extérieur en 7 ;
: moment dipolaire du dipdle rigide ;

: vecteur position du dipdle électrostatique ;

— , 0 0 0 . , .
-grad : opérateur p,— + p,— + p.— a appliquer a chacune des compo-
ox "7dy 0z

santes cartésiennes du champ électrostatique.

Mi(BIR) = AR

N
Ma(P /R) : moment résultant des forces électrostatiques s’ exercant sur le dipole
(en N.m);

—

E(7) : champ électrique extérieur en 7 ;
— ¥ 5 TR ...

p : moment dipolaire du dipdle rigide.

® MP Energie potentielle du dipéle électrique

ﬁ
Spe = _77) ; E(?)

&, : €énergie potentielle du dipole rigide (en J) ;

SUBBAASTE IR

= , . G —
E(7) : champ électrique extérieur en 7 ;
— v . S A . e

p : moment dipolaire du dipdle rigide.

& MP Interactions dipolaires

et forces de Van der Waals
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Les forces de Van der Waals sont les forces d’interactions d’origine essentiel-
lement dipolaire qui existent entre les molécules.

Entre dipdles permanents, elles donnent lieu aux interactions de Keesom ; entre
un dipdle permanent et un dipdle induit, aux interactions de Debye ; et enfin,
entre dipdles induits, a celles de London.

8.11 Champs magnétostatiques

Symétries et invariances

des sources du champ magnétique

r(Tan) =TT

7 :isométrie affine par laquelle la distribution de courants est dite invariante ;
T : isométrie vectorielle associée a 7 ;

T(M) : densité volumique de courant électrique au point M ;

?(T(M )) : densité volumique de courant électrique au point 7 (M).

Eléments d’invariance caractéristiques des distributions de courants
électriques

1. invariance par translation selon une direction donnée ;

2. invariance par toute rotation autour d’une direction donnée ;

3. invariance par toute rotation autour d’une direction passant par O ;

4. invariance par symétrie par rapport a un plan affine ;

5. antisymétrie par rapport a un plan.

(2] Conséquences sur le champ magnétostatique

Les plans de symétrie des distributions de courants électriques sont des plans
d’antisymétrie du champ magnétostatique qu’elles créent : les champs magné-
tostatiques en deux points symétriques par rapport au plan sont opposés par
rapport a ce plan.

En un point P du plan de symétrie, le champ magnétostatique est perpendicu-
laire au plan.

Les plans d’antisymétrie des distributions de courants électriques sont des plans
de symétrie du champ magnétostatique : les champs magnétostatiques en deux
points symétriques par rapport au plan sont symétriques par rapport a ce plan.

En un point P du plan d’antisymétrie, le champ magnétostatique appartient au
plan.
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2] Recherche des invariances

e Choisir un point P quelconque de I’espace et rechercher si un plan de symétrie
de la distribution passerait par ce point. Si tel est le cas, le champ magnéto-
statique est perpendiculaire au plan vectoriel directeur de ce plan affine de
symétrie : ceci fixe la direction du champ magnétostatique en ce point P.

Rechercher les invariances par translations et/ou rotation : la composante res-
tante du champ magnétostatique ne dépend pas des coordonnées le long des
directions d’invariance par translation ni des angles de rotation.

équations de Maxwell

en régime indépendant du temps

dvB(P) =0 et rotB(7)=pj(7)

TS)(_r) ) : champ magnétostatique en 7 (en tesla T)

RN
j (7) : densité volumique de courant électrique source du champ magnétostatique ;
o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™".

Equation intégrale

et flux du champ magnétostatique

fﬂ divBdr = 0 = ﬂﬁ’(‘?)-d?’

TS)(_r) ) : champ magnétostatique en 7 ;

2 : surface fermée.

La nullit€¢ du flux du champ magnétostatique traduit I’inexistence de charges
magnétiques. Le flux du champ magnétostatique a travers une surface ouverte
S s’appuyant sur un contour fermé I" est indépendant de la surface S mais ne
dépend que du contour choisi.

(2 Circulation du champ magnétostatique

théoreme d’Ampere

[ B =t =0 [[ T+ 5
F S
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e ;
B(7) : champ magnétostatique en 7 appartenant au contour ;
I" : contour fermé ;

—J>(7 ) : densité volumique de courant €lectrique source du champ magnétosta-
tique ;

I, : courant enlacé par le contour, c’est-a-dire traversant une surface s’ap-
puyant sur lui ;

Ko : perméabilité magnétique du vide.

Orientations du contour d’ Ampere, de la surface et des courants électriques

courant compté positivement

,U()M_e)g si <R
—3 2
B(7) = =
,u&_e) si r>R
075 €o

=2 y . —

B(7) : champ magnétostatique en 7 du fil ;

Jo : projection de la densité volumique de courant suivant sur €., laxe du cy-
lindre, constante a I’intérieur de celui-ci ;

R : rayon du cylindre (en m) ;

r : distance du point 7 a I’axe du cylindre (en m)

Lo : perméabilité magnétique du vide.

® PSI Champ magnétostatique du solénoide infini

—X 2
puonl €, s1 r<R

B(F) =
0 si r>R

q - Pq ..

B(7) : champ magnétostatique en 7 du solénoide ;

[ : intensité du courant électrique circulant dans le solénoide ;
n : nombre de spires par unité de longueur (en m™');

R : rayon du solénoide (en m);

r : distance du point7 a I’axe du solénoide (en m) ;

Lo : perméabilité magnétique du vide.
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® Champ magnétostatique de la bobine torique

r/\r‘li
~—¥ 0 ‘r- : ]
J i 2R
p 5 ;
NI D\’
r ., ﬂg si (r—a) 472 < R?
B(7)=By(,2) €¢ o By(r,z) = ax D\2
0 si (r—;) +7F = R?

_B?(_r’ ) : champ magnétostatique en 7 du solénoide ;

I : intensité du courant €lectrique circulant dans le solénoide ;
N : nombre de spires (sans dimension) ;

R : rayon d’une section droite du tore (en m) ;

r : distance du point7 a I’axe du tore (en m) ;
D : diametre moyen du tore (en m) ;
Lo : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™’,

8.12 Dipodles magnétiques

(2] Moment magnétique

I
m=iSn
7 : moment magnétique d’une boucle plane (en A.m?);
i : intensité du courant électrique parcourant la boucle (en A);
S : aire de la boucle (en m?):

- . s N . . .
n : normale au plan de la boucle, orientée a partir de 1’orientation du courant

électrique dans la boucle.

Extension aux bobines plates et aux solénoides a N spires identiques :
— .y —> N . .

m = NiS n,etaux morceaux de matiere aimantée.

m%m—;ﬁj’mm

7 : moment magnétique d’une distribution volumique de courant électrique ;
—) e ] . ’ . —
J (7) : densité volumique de courant électrique en 7 (en A.m™?).
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(2, Champ magnétique du dipdle magnétique

F)i=ie—-
4n il

_)
B(7) : champ magnétostatique en 7, loin de la distribution de courants ;

7 : moment magnétique de la distribution des courants ;
Ho : perméabilité magnétique du vide.

En coordonnées sphériques :
B(7) = aills (2 cosf €, +sinf e(;)
4mr3

’ . —)
(r,6,¢) : coordonnées du point 7 ;
—) . 25528 A 7/
m = ||| ; M colinéaire et de méme sens que 7' z.

Actions sur un dipole magnétique

dans un champ magnétique extérieur

oWp =idd

oW, : travail élémentaire des forces de Laplace s’exercant sur un circuit fili-
forme indéformable (en J) ;

i : intensité du courant parcourant le circuit ;

d® : variation du flux du champ magnétostatique a travers le circuit pendant
son déplacement (en Wb).

Epm = —1D

Epm + €nergie potentielle d’un circuit filiforme indéformable parcouru par un
courant constant dans un champ magnétostatique extérieur ;

I : intensité constante du courant électrique dans le circuit indéformable ;

@ : flux du champ magnétostatique a travers une surface s’appuyant sur le cir-
cuit, de normale orientée d’apres la regle du tire-bouchon de Maxwell a partir
de I’orientation du courant.

- =
8pm=_m'Be

Epm  €nergie potentielle d’un moment magnétique rigide dans un champ ma-
gnétostatique extérieur au dipdle magnétique ;

= . e %
B, : champ magnétostatique extérieur a la boucle de courant ;
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7 : moment magnétique du dipdle magnétique rigide.

—f-),,, =—grad&,, = (ﬁ . grad) T})e(_r’ )

—y
f ,, : résultante des forces de Laplace s’exercant sur un dipole le magnétique
igide ;

: moment magnétique du dipdle magnétique rigide ;

—

wl 3|

- champ magnétostatique extérieur au moment magnétique.

— —
M=mi AB,

—

M : moment résultant des forces de Laplace s’exercant sur un dipole magnétique
igide ;

= grps . v [~

m : moment magnétique du dip6le magnétique rigide ;

_9 . 0@ 20 e

B, : champ magnétostatique extérieur au moment magnétique.

=

8.13 L’approximation des régimes quasi stationnaires

Equations de Maxwell

dans I’A.R.Q.S. magnétique

o= P - ;
divE = = équation de Maxwell-Gauss
0
OB
—
rotE = — B équation de Maxwell-Faraday
divB =0 équation de Mawxell-flux

rot B =y j équation de Maxwell-Ampere

: champ électrique dans le vide, au point_r), a I’instant 7 (en V.m") :
: champ magnétique dans le vide, au point 7, a Iinstant 7 (en T) ;
: densité volumique de charge électrique (en C.m™);

: densité volumique de courants électriques (en A.m™2);

: permittivité diélectrique du vide ; 8, 85 X 1002 FEm™!;

: perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107 H.m™".

T O D mlm
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& PSI Condition légitimant I’hypothése

de I’'A.R.Q.S. dans un conducteur ochmique

f < 1,8x10"%

f : fréquence des grandeurs électriques sinusoidales (en Hz) ;
v : conductivité ohmique du conducteur (en S.m™h).

® PSI Puissance dissipée par les courants de Foucault

w’B}
16

Pcr : puissance dissipée par les courants de Foucault (en W) ;
By : valeur maximale du champ magnétique sinusoidal (en T) ;

w : pulsation du champ magnétique sinusoidal (en rad.s™');
R et h : rayon et hauteur du cylindre conducteur (en m) ;

v : conductivité ohmique du conducteur (en S.m™!):

PCF ES 7!"th4

Densité d’énergie magnétique

BZ
Wm(_r), t) S S e—
20

_— 2 i . s . T
w,, (7, 1) : densité volumique d’énergie magnétique dans le vide au point 7, a
I’instant 7 (en J m™> ) B
B : norme du champ magnétique dans le vide au point 7, a I'instant ¢ (en T) ;
o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™'.

® PSI Energie magnétique de deux bobines couplées

[l s
O = 3 lef + 5 lle% + Mi iy
En : énergie magnétique des bobines en interaction (en J) ;

L; et L, : inductances propres des bobines (en H) ;

i) et ip : intensités du courant €lectrique dans chaque bobine (en A) ;
M : mutuelle inductance entre les deux bobines (en H).

Condition de couplage M? < LiL,
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9. Milieux ferromagnétiques
9.1 Description

® PSI Moment magnétique d’'un morceau
de matiere aimantée

- . . . _

M(7 ) : aimantation au pomt—? (en A.m l);

d7 : moment magnétique €lémentaire (en A.m?);
dr : volume élémentaire autour du point 7 (en LY).

Estimation de la force

entre deux aimants identiques

F m?

s e
F : force entre deux barreaux aimantés (en N) ;
s : section des barreaux aimantés (en m?);

— 2ot .
m : moment magnétique des aimants (en Am?);
[ : longueur des barreaux (en m) ;

Lo : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™',

Courants d’aimantation

d’un matériau ferromagnétique

T () = Tt M(7)

= . : . . N 5
J ,,,(7 ) : densité volumique de courants d’aimantation au point 7 (en A.m ) ;

=7 . . Lo T -1
M(7) : aimantation du ferromagnétique au point 7 (en A.m™").
— —
i n(P) = M(P) AT (7)

—
. s,z . . * . . —
J sm(7) : densité surfacique de courant d’aimantation au point # de la surface
du matériau (en A.m™');
= . , — . =D =
M(r) : aimantation du ferromagnétique au point 7 (en A.m™ ") ;
% . ’ P . q Y )
7 (7) : normale orientée extérieurement au point 7 de la surface du matériau.
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& PSI Le vecteur excitation magnétique

B
ﬁ(?at) = ’u;’t) _ﬁ(?a t)
0

=2 50 s b R —1
H( 7, 1) : vecteur excitation magnétique au point », a I’instant 7 (en A.m™ ") ;
— s

B(7, 1) : champ magnétique au point 7, a 'instant 7 (en T) ;

ey : . 5 & . 2 s s
M(_r) ,1) : aimantation du ferromagnétique au p01nt7, alinstant f (en A.m™');
o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m ™.

& PSI Equation de Maxwell-Ampére

dans le cadre de I'A.R.Q.S.

rot H(7. 1) = j (7.1)

ﬁ

H(7,1) : vecteur excitation magnétique au point 7, a I'instant # (en A.m™');
_)

J (7 ,1) : densité volumique de courants libres (en A.m_z).

@ PSI Propriétés des milieux ferromagnétiques doux

—

—)
M=y, H

: aimantation du ferromagnétique (en A.m™");

ol =l

: excitation magnétique (en A.m™');
Xm - susceptibilité magnétique du ferromagnétique doux (sans dimension).

— =
B = Ho (1 +Xm)H
: champ magnétique (en T) ;

: excitation magnétique (en A.m™');
: susceptibilité magnétique du ferromagnétique doux (sans dimension)

s ol

Mr =1+ xm

- : perméabilité relative du matériau (sans dimension) ;
Xm - susceptibilité magnétique du ferromagnétique doux (sans dimension).
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9.2 Circuits magnétiques

® PSI Champ magnétique dans un circuit
magnétique a aimant permanent avec entrefer

\ /
(a) V& (b)

Circuit magnétique avec entrefer : (a) a aimant permanent ; (b) a électroaimant.

51,
sl
Sla+Se+l—;

B, = poM

B, : champ magnétique dans I’entrefer (en T) ;

M : aimantation de 1’aimant permanent (en A.m™;

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107 H.m™! ;

H, : perméabilité relative du noyau ferromagnétique doux (sans dimension) ;
S : section de I’aimant et du noyau ferromagnétique doux (en m?);

s : section de I’entrefer (en m?);

[, : longueur de ’aimant (en m) ;

[ : longueur moyenne de la ligne d’excitation magnétique dans le noyau ferro-
magnétique doux (en m);

e : épaisseur de I’entrefer (en m).

® PSI Champ magnétique dans un circuit

magnétique avec entrefer a électroaimant

e Droite de charge

sNT lys
By =uy—— — up—H
f = HMo Se Moes f

By : champ magnétique dans le noyau ferromagnétique (en T) ;
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H : excitation magnétique dans le noyau ferromagnétique (en AmY);
o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107 Hm™' ;
S : section de 1’aimant et du noyau ferromagnétique doux (en m?);

s : section de I’entrefer (en m?);

N : nombre de spires de la bobine (sans dimension) ;

I : intensité du courant électrique dans la bobine (en A) ;

lr : longueur moyenne de la ligne d’excitation magnétique dans le noyau fer-
romagnétique doux (en m) ;

e : épaisseur de I’entrefer (en m).

e Champ magnétique dans I’entrefer
B fS = BeS

By : champ magnétique dans le noyau ferromagnétique (en T) ;
B, : champ magnétique dans I’entrefer (en T) ;

S : section du noyau ferromagnétique doux (en m*);

s : section de I’entrefer (en m?).

& PSI Circuit magnétique sans entrefer
bobine a noyau de fer

==

Inductance de la bobine a noyau de fer

S N?
SIS ot

L : inductance propre d’une bobine a noyau de fer (en H) ;

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107 Hm™! ;

u, : perméabilité relative du noyau ferromagnétique (sans dimension) ;

S : section du noyau ferromagnétique doux (en m?);

N : nombre de spires de la bobine (sans dimension) ;

[ : longueur moyenne de la ligne d’excitation magnétique dans le noyau ferro-
magnétique doux (en m).
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& PSI énergie magnétique emmagasinée

BZ
- 2/10ﬂr

Wm

wy, : densité volumique d’énergie magnétique dans le milieu ferromagnétique
au point7 (en J.m‘3);

B : norme du champ magnétique dans le milieu ferromagnétique au point 7
(enT);

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107 Ham™' ;

u, : perméabilité relative du noyau ferromagnétique (sans dimension).

® PSI  Pertes par hystérésis dans une bobine réelle

Py=AVf

Py : puissance dissipée par hystérésis dans le noyau ferromagnétique (en W) ;
A : aire du cycle d’hystérésis du matériau dans le plan (B, H) (en J.m™);

V : volume du noyau (en m’ ) :
f : fréquence du champ magnétique alternatif dans le noyau (en Hz).

10. Ondes électromagnétiques
10.1 Les équations de propagation des champs

(2] Equations avec sources

- FE 1 — 0j
AE - — = — grad —
Ho €0 5 grad ppo 5t

_)
AB, -y &y —— = porot j
: champ électrique (en V.m") :

_ﬁ

E

ﬁ -

B : champ magnétique (en T) ;

p : densité volumique de charges électriques mobiles (en C.m™);
N

j : densité volumique de courant électrique (en A.m ™)

&0 : permittivité diélectrique du vide ; 8,85 x 107 FEm™;

Lo : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™",
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. ; 3 = . g & :
Equations de d’Alembert : prendre j = 0 et p = 0 dans les deux équations
précédentes.

(2] Définition de la célérité de la lumiere

1
VHo €0

¢ : célérité de la lumiere dans le vide ; 299 792 458 m.s ™' ;
&o : permittivité diélectrique du vide ; 8, 85 X 100 Em™";
o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™'.

C =

10.2 Energie du champ électromagnétique

(2] Puissance volumique cédée aux charges
- —
pi(7.0) = j(7,0-E(7,1)

p j(7 ,1) : densité volumique de puissance cédée aux charges au point 7, a ’ins-
tant 7 (en W.m™> )i

= _— : T . -2

J (7 ,1) : densité volumique de courant au point 7, a 'instant 7 (en A.m™ ) ;
—) . - ~ 5 —

E(7,1) : champ électrique au point 7, a 'instant 7 (en V.m™").

® Energie volumique du champ électromagnétique

EOEZ(—")J) N -ﬁz(?,t)

1) =
Wem(? ) 5 240

we,,,(7 ,1) : densité volumique d’énergie électromagnétique (en J m>);
—) . ~ e A
E(7 ,1) : champ é€lectrique au p01nt7, a I’instant 7 (en V.m™");

= Pe . . —_— N L
B(7, 1) : champ électrique au point 7, a I’instant 7 (en T) ;
go : permittivité diélectrique du vide ; 8,85 x 107" FEm™";

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m ™.

(2 Vecteur de Poynting
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— —
R = E(T",t);l\ B(7.1)
0

=2 i s Sy T I,
R(? ,1) : vecteur de Poynting au point 7, a I'instant  (en W.m ) ;
= : ; g gus .
E(7,1) : champ électrique au point 7, a I'instant 7 (en V.m™') ;

B(7, 1) : champ électrique au point 7, 2 'instant 7 (en T) ;
Lo : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™',

(2 Théoréeme de Poynting

div (R(7.1) + ‘9’(;:’" (7.1) = = pi(7.1)

N
R(7, 1) : vecteur de Poynting au point 7, a I’instant # (en W.m™) ;
wem(? ,1) : densité volumique d’énergie électromagnétique (en J.m™
p.,-(_r) ,1) : densité volumique de puissance cédée aux charges au point
tant 7 (en W.m™> )7

3y .
'
-_ N .
r,al’ins-

10.3 Le champ électromagnétique dans le vide sans charges
ni courants électriques

(2 Structure de I'onde électromagnétique
plane progressive monochromatique

: champ magnétique de I’onde (en T) ;
: champ électrique de I’onde (en V.m™');
: pulsation de 1’onde (en rad.s™");

S =l mlwl

- vecteur d’onde (en rad.m™');
célérité de la lumiere dans le vide : 299 792 458 m.s~'.

k

V“p:

v, : vitesse de phase de I’onde (en m.s™));

s
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w : pulsation de I’onde (en rad.s"') :
k : norme du vecteur d’onde (en rad.m™").

(2] Les champs et les équations de Maxwell

en notations complexes

e Notation complexe du champ électromagnétique
— — . - .= T
E(7.0) = Ege/ert D B0 =BoelwtD
e [es équations de Maxwell dans le vide sans charges ni courants

=1 — = —
—Jjk-Eo=0 —jk ANEg=—-jwB,

q
j k

— - = w—=
Bo=0 ~ik A Bo=J Eo

10.4 Propagation du champ électromagnétique dans un
plasma

(2] Mouvements des charges

me%=—e§(7,t) Mi@=qi§(7,t)

dr
¢» M, : vitesse et masse d’un électron (en m. s ! et kg);
i» M; : vitesse et masse d’un ion positif (en m.s™ et kg);

- charge élémentaire ; 1,60 x 107! C;
i - charge moyenne d’un ion posmf (en ©);

~ <l <l

le

: champ électrique au point 7 a I’instant 7 (en V.m™").

i

Neutralité du plasma
nee = Niq;
ne, n; : concentrations en électrons et en ions positifs (en m™> )

e : charge élémentaire ; 1,60 x 1071 C;
g : charge moyenne d’un ion positif (en C).
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Définition de la densité volumique

de courant électrique

TR0 = ngiV (7o 1) = 16V (7. 1) = nee(Vi( 7o 1) = Vo7 1)

_é L . ’, . —_

j : densité volumique de courant électrique (en A.m™2);

n., n; : concentrations en électrons et en ions positifs (en m™);
-_ . . 7 —l

V. . vitesse d’un électron (m.s™ ") ;

- > s iy -1

V; : vitesse d’un ion positif (en m.s™ ") ;

e : charge élémentaire ; 1, 60 X 1071 ¢ -

gi : charge moyenne d’un ion positif (en C).

(2 Densité volumique de courant électrique

en régime harmonique

E)(7,t)= fe€ (ﬂ +i)_E)(7,t)

Jw \m; n,

-~ _— ; ¥ . 5 s . 2
J :densité volumique de courant électrique en régime harmonique (en A.m™°) ;

n, : concentration en électrons (en m™> )z

e : charge élémentaire ; 1, 60 X 10 ¢C;

gi : charge moyenne d’un ion positif (en C) ;

m, : masse d’un électron ; 9, 1 X 10~ kg

M; : masse d’un ion positif (en kg) ;

_..)

E : champ électrique complexe au point 7 a I’instant 7 (en V.m™') ;
w : pulsation du champ électrique (en rad.s™").

Conductivité complexe approchée

n, e

i jm, w
y : conductivité du plasma (en S.m™');

n, : concentration en électrons (en m )

e : charge élémentaire ; 1,60 x 1077 C;

m, : masse d’un électron; 9, 1 x 103! kg ;

w : pulsation du champ électrique (en rad.s™").
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10.5 Champ électromagnétique dans le plasma

Notations complexes

du champ électromagnétique

— —_ : =3 = ;
E(?’ t) — E.O ej(wl—kx) E(—r), t) — EO ej(wt—kx)

: pulsation des champs (en rad.s™');

_E), —E) : champs électrique et magnétique de I’onde (en V.m™' et T);
w
k : constante de propagation des champs (en rad.m™").

Relation de dispersion

w” — Wy, n, e?
= 5 avec wp =
C me 80

k : constante de propagation des champs (en rad.m™');
w : pulsation des champs (en rad.s™');

¢ : célérité de la lumiere dans le vide ; 299792458 m.s™ ' :
w) : pulsation de plasma (en rad.s™!);

n, . concentration en électrons (en m™ ¥iE

e : charge €lémentaire ; 1, 60 X e :

m, : masse d’un électron; 9, 1 X 1073 kg;

£o : permittivité diélectrique du vide ; 8,85 x 107> Em ™.

(2 Vitesse de phase

w :

v, : vitesse de phase (en m.s™):
w : pulsation des champs (en rad.s™');
k : constante de propagation des champs (en rad.m™');

¢ : célérité de la lumiere dans le vide ; 299792458 m.s ™' ;
w), : pulsation de plasma (en rad.s™).
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(2] Vitesse de groupe

dw . w,z,
= — soi Ve=C ——
dk .

Yz
v, : vitesse de groupe (en m.s™');
w : pulsation des champs (en rad.s™') ;
k : constante de propagation des champs (en rad.m™");

¢ : célérité de la lumiere dans le vide ; 299 792 458 m.s~! ;

w), : pulsation de plasma (en rad.s™").

(2] Vitesse de propagation de |I'énergie

- 2 \"!

IR, 1) . ~ ( w, ]

V, = —————0 soit Ve =V |l -
Wem(_r), t)

v, : vitesse de propagation de 1’énergie (en m.s™');

R : vecteur de Poynting de I’onde plane progressive monochromatique (en
W.m"z);

Wen + densité volumique d’énergie électromagnétique de I’O.PP.M. (en J.m™>);
v, @ vitesse de groupe (en m.s');

w : pulsation des champs (en rad.s™');

w, : pulsation de plasma (en rad.s™).

10.6 Propagation du champ électromagnétique en présence
d’un milieu conducteur ochmique

Milieu conducteur ohmique

F@.0=yE.0

—)
j : densité volumique de courants électriques (en A.m™2);
y : conductivité ohmique (réelle positive) (en S.m™');

F : champ électrique (en V.m™").
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Les équations de diffusion

du champ électromagnétique

AE = uyy — et AB =pyy —

TZ), TS) : champ électromagnétique de I’onde (en V.m™' et T);
o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107 Hm ™’ ;
v : conductivité ohmique (en S.m™b).

(2 Effet de peau

e Relation de dispersion du conducteur ohmique
= - . — S
E(7,0) = Ege/ @™ et B(7,1) = Bye/“ %0

I = = juoy w

_E), E : champ électromagnétique dans le conducteur (en V.m™' et T) ;
k : constante de propagation (en rad.m™');

w : pulsation du champ électromagnétique (en rad.s™');

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107 H.m™';

v : conductivité ohmique (en S.m™).

e Constante de propagation et épaisseur de peau

0 Hoy @

k : constante de propagation (en rad.m™');

o : épaisseur de peau (en m);

w : pulsation du champ électromagnétique (en rad.s™');

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m™';

y : conductivité ohmique (en S.m™").

e Champ électromagnétique de polarisation rectiligne dans le métal

E 3 j 5 T ﬁ X : xX_=x
E(7,0=Eye ¢ /%, B(7,0) = 5= Eye i /iTie,

— —
E, B : champ électromagnétique dans le conducteur (en V.m™' et T);
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E, : amplitude complexe du champ €lectrique (en v.ml);
0 : épaisseur de peau (en m);
w : pulsation du champ électromagnétique (en rad.s™").

(2 Réflexion d’'un champ électromagnétique

sur un conducteur parfait

e Relations de passage

Ez(_) 1) = El(_) 1= 0-(—9 t)—n)lz(?)

— — —
By(7,0-B (7,0 =po j (7. 0) N7 12(7)

-_ . , . ey
¥ : point de la surface de séparation entre deux milieux ;

ﬁl, ﬁ, : champ électromagnétique a la frontiere dans le milieu (1) (en V.m™!

etT):

‘ﬁ ﬁ 7 Pl . ~ LY . -

E», B, : champ électromagnétique a la frontiere dans le milieu (2) (en V.m
etT):;

q ~ ’ . R . —) . ’
n 12(7 ) : normale a la surface de séparation des milieux, au point 7, orienté
du milieu (1) vers le milieu (2) (sans dimension) ;

o(7,1) : densité surfacique de charge électrique au point 7, a I'instant 7 (en
Cm™2y;

> o : 5 y A T,

j s(7,1) : densité surfacique de courant €lectrique au point 7, a I’instant 7 (en
A.m");

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 10~ H.m™

e Champ électromagnétique stationnaire

-1

E(7,1) = Ej /@ — E;) /@™ = 2jE; sin(kx) e/*"

B(—) t) = _l €, A ﬁ ej(wt+kx) l e, A _E) ej(wt—kx)
(& _ G =t

@]

= .
= — =€, A Ej cos(kx) e/

o

!

E, TB) : champ électromagnétique dans le vide (x > 0) (en V.m'letT):

1

E o : amplitude complexe du champ électrique de I’onde incidente (en V.m™');
k : constante de propagation dans le vide (en rad.m™');
w : pulsation du champ électromagnétique (en rad.s™").
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(2 Champ E.M. entre deux plans paralléles

parfaitement conducteurs

Relation de dispersion

w : pulsation du champ électromagnétique (en rad.s™);
L : distance entre les plans paralleles, perpendiculaires 2 € (en m);

. — — -
ky, k. : constantes de propagation selon ¢, et € (en rad.m 5K
p : entier naturel (sans dimension).

11. Ondes mécaniques

11.1 Ondes sur une corde

Equation d’onde a une dimension

8%y 1 &%y T
—(x,0)— = —(x,1) =0 ol = 4[—
py X, 1) 7 (x.1) ou 1% 7

y : déplacement du point d’abscisse x de la corde par rapport a 1I’équilibre, a
I’instant # (en m) ;

v : célérité des ébranlement sur la corde (en m.s™');

u; : masse linéique de la corde (en kg.m™');

T : tension de la corde, supposée constante (en N).

2 B Densité linéique d’énergie mécanique
1 dy : dy :
Win(X, 1) = 5 M (6t (x, t)) et (ax(x, t))

wy, + densité linéique d’énergie mécanique de la corde au point d’abscisse x, a
I'instant 7 (en J.m™");

y : déplacement du point d’abscisse x de la corde par rapport a 1I’équilibre, a
I’instant 7 (en m) ;

;- masse linéique de la corde (en kg.m™");

T : tension de la corde (en N).
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® PSI Puissance mécanique

5 ay dy
R(x,t)=-T 6x(x’ 1) P (x.1)

R : puissance mécanique traversant le plan d’abscisse x a I’instant 7, vers les x
croissants (en W) ;

y : déplacement du point d’abscisse x de la corde par rapport a 1’équilibre, a
I’instant 7 (en m) ;

T : tension de la corde (en N).

& PSI Conservation de I'énergie mécanique
OR oWy
a(x, 1)+ 7()6, 1)=0

R : puissance mécanique traversant le plan d’abscisse x a I’instant 7, vers les x
croissants (en W) ;
wy, : densité linéique d’énergie mécanique de la corde au point d’abscisse x, a

I’instant ¢ (en J.m™").

11.2 Ondes acoustiques

Equations linéarisées

p(P,1) = po+ p(7,1) s u(P.0) = po + (7, 0)
a7, 1) = o xs p(7, 1) évolution isentropique du fluide
e o :
o div v (7,0) + 5(7 ch=d conservation de la masse
v =
Ho 6_:(7 ,1) = —grad p €quation d’Euler du fluide

p : pression dans le fluide au point 7, a I’instant 7 (en Pa);
po : pression du fluide au repos (en Pa);

p : surpression a I’instant 7, au point 7 dans le fluide (en Pa) ;

u : masse volumique dans le fluide au point 7, 4 I’instant 7 (en kg.m ™) ;

Ko : masse volumique du fluide au repos (en kg.m‘3 ) i

fi : écart de la masse volumique a I’instant 7, au point 7 dans le fluide, par
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rapport a la masse volumique au repos (en kg.m"3) :

- : - =1

v : champ des vitesses dans le fluide (en m.s™");
s : coefficient de compressibilité isentropique du fluide, supposé uniforme (en
Pa).

2 B Equation de propagation de la surpression

~ ’p
Ap(7,t) — o xs E;(?,t) =0

p @ surpression a ’instant 7, au point 7 dans le fluide (en Pa);

Ho : masse volumique du fluide au repos (en kg.m™);
xs : coefficient de compressibilité isentropique du fluide, supposé uniforme (en

Pa~!).

@ PSI Célérité de propagation du son

1
HOX s

C=

¢ : célérité de propagation des ondes sonores dans le fluide (en m.s™');

o : masse volumique du fluide au repos (en kg.m™>);
Xs : coefficient de compressibilité isentropique du fluide, supposé€ uniforme (en

Pa ).

@ PSI Densité volumique d’énergie acoustique
2 ~2 2 P27, 1)
wa(7,1) = —,uov (7.0 + Xsp("t)——/-tov @0+ 2 2o

w, : densité volumique d’énergie acoustique au point 7, 2 ’instant 7 (en J.m ™) ;
o : masse volumique du fluide au repos (en kg.m™) ;

v champ des vitesses dans le fluide (en m.s‘l) :

p : surpression a I’instant 7, au point 7 dans le fluide (en Pa);

Xs : coefficient de compressibilité isentropique du fluide, supposé uniforme (en
Pa’');

c : célérité de propagation des ondes sonores dans le fluide (en m.s™');

o : masse volumique du fluide au repos (en kg.m™).
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® PSI Densité de flux de puissance acoustique

070 = 5.0V (7.0

—
I : densité de flux de puissance acoustique (en W.m™);

p - surpression 2 I’instant ¢, au point 7 dans le fluide (en Pa);
v champ des vitesses dans le fluide (en m.s~!).

& PSI Conservation de I'énergie acoustique
— ow,,
divII(7, 1) + o (f:1) =10

=3 - ; X =,
II : densité de flux de puissance acoustique (en W.m™);

5 i s 55 ; 5 e R =3
w, : densité volumique d’€nergie acoustique au point 7, al’instant 7 (enJ.m™).

A PSI Intensité sonore

i)

. — -2
I : intensité sonore (en W.m °) ;

—) 8y, A2 - . —
I1 : densité de flux de puissance acoustique (en W.m™2) ;
() : valeur moyenne sur une période lorsque 1I’onde acoustique est sinusoidale.

@ PSI Niveau sonore

Nag = 10 log(@)
0

Nyp : niveau sonore (en dB) ;
[ : intensité sonore (en W.m"z) s
Iy : intensité sonore de référence ; 1072 W.m ™.

® PSI Impédance acoustique
Zq = HoC

Z, : impédance acoustique (en Pasm™'):
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o : masse volumique du fluide au repos (en kg.m™);
¢ : célérité de propagation des ondes sonores dans le fluide ; (en m.s™").

A PSI Coefficients de réflexion et de transmission

e Za —Zp et o 27
i Zal + Za2 p Zal 7+ Za2
et t 2Zal
ry=-r = —
k s E Zal %+ Za2

R=r et T=1-R
Fps Ip coefficients de réflexion et de transmission en pressions (sans dimen-
sion) ;
rv, 1, : coefficients de réflexion et de transmission en vitesses (sans dimension) ;
Za1, Zq» - impédances acoustiques des milieux d’incidence (1) et de transmis-
sion (2) (en Pa.s.m™');
R, T : coeflicients de réflexion et de transmission en intensités sonores (sans
dimension).

12. Mécanique quantique

b Relation de Planck-Einstein

C
AE=Hy=h<
S

AE : variation d’énergie (en J) ;

h : constante de Planck (en J.s);

¢ : célérité de la lumiere (en m.s™');
A : longueur d’onde (en m) ;

v : fréquence (en Hz).

€ Relation de De Broglie

A : longueur d’onde (en m) ;

h : constante de Planck (en J.s);

p : quantité de mouvement (en kg.m.s™');
m : masse (en kg) ;

v : vitesse (en m.s™}).
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Quantification de I'énergie pour un
oscillateur harmonique quantique

E, : énergie du niveaun > 0 (J);

7 : constante de Planck réduite (en J.s) ;

w : pulsation propre de I’oscillateur (en rad.s™');
n : nombre entier positif ou nul.

A MP Equation de Schrédinger

e A trois dimensions

K2 ., O
- — AT D)+ V(T DT, D =ih——(7,1)
2m ot

3
Y : fonction d’onde (m™ 2);
m : masse de la particule (kg) ;
# : constante de Planck réduite ; 1,055 x 10734 J.s
V : fonction énergie potentielle dans laquelle est plongée la particule.

e A une dimension

W 0%y ., Of
=5 72 %D+ VE YD) = i oo (5 1)

 : fonction d’onde (en m™ %) :

m : masse de la particule (en kg) ;

7 : constante de Planck réduite ; 1,055 x 10734 J.s

V : fonction €nergie potentielle dans laquelle est plongée la particule.

@& MP Condition de normalisation de la fonction d’onde

e A trois dimensions

[ W@ nPar=1

3
¥ : fonction d’onde (en m™ 2).
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e A une dimension

fwuﬁhu=1
R

I
¥ : fonction d’onde (en m™ 2).

Densité de probabilité de présence

e A trois dimensions
p(7, 1) = W(7, DI

p(7, 1) : densité de probabilité de présence de la particule au point 7 a I’instant
t (en m'3) d

3
¥ : fonction d’onde de I’état (en m™ 2).

e A une dimension
plx, 1) = [(x, )

p(x, 1) : densité de probabilité de présence de la particule au point d’abscisse x
alinstant f (enm™');

I
¢ : fonction d’onde de I’état (en m™ 2).

& MP Densité de courant de probabilité

e A trois dimensions

diVT])(_r), 1+ % (hﬂ(_r’, t)|2) ={)] avec

Wig

(w0 grady’ (7.0 - v (7.0 grad u 7. )

3
Y - fonction d’onde de I’état (en m™ 2) ;

T])(? ,1) : densité de courant de probabilité (en m2.s7!);
m : masse de la particule (en kg) ;
% : constante de Planck réduite ; 1,055 x 10734 J.s.

e A une dimension

oJ,
ox

(x,1) + % (Iw(x, t)lz) =0 avec
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oy 44

Jlx) = (!ﬁ(x )5y h) = Yr(x, 1) o (x,t))

¥ : fonction d’onde de I’état (en m™ %) :

—_—

J (7, 1) : densité de courant de probabilité (en s1);
m : masse de la particule (en kg) ;

7i : constante de Planck réduite ; 1,055 x 10734 J.s.

O MP Propriétés de la fonction d’onde

e La fonction d’onde d’une particule, plongée dans une fonction énergie po-
tentielle n’ayant que des discontinuités de premiere espece, doit étre continue
en tout point de I’espace ainsi que ses dérivées premieres par rapport aux va-
riables d’espace et de temps.

e A trois dimensions, ces propriétés doivent étre vérifiées en tout point d’une
surface de discontinuité de premiere espece de la fonction énergie potentielle ;
a une dimension, aux points de discontinuité de premiere espece.

& MP Etats stationnaires de la particule

/
N
.
(]
(]

e A trois dimensions

WP, )=o) f() o f@=eF et
L R ([ 1oC)Pdr = 1
" e(r)+V(r)e(r)=Ee@(r) avec ‘Iﬁ[] le( )" dr =

3 : s : . : _3
Y : fonction d’onde d’un état stationnaire de la particule (en m™ 2);
f : partie temporelle de la fonction d’onde (sans dimension) ;

3
@ : partie spatiale, normée, de la fonction d’onde (en m™ 2);
m : masse de la particule (en kg) ;

hi : constante de Planck réduite ; 1,055 x 1074 J.s
E : énergie de 1’état stationnaire de fonction d’onde ¢ (en J);
V : fonction €nergie potentielle dans laquelle est plongée la particule.

e A une dimension

Yxt) =) f(ty on f=eF et
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- O Ve = E [ =1
T B x) + V(x) p(x) = E ¢(x) avec 3 p(x)|"dx =

Y : fonction d’onde d’un état stationnaire de la particule (en m™ %) :
f : partie temporelle de la fonction d’onde (sans dimension) ;

@ : partie spatiale, normée, de la fonction d’onde (en m~!'/? )i

m : masse de la particule (en kg) ;

7 : constante de Planck réduite ; 1,055 x 10734 83

E : énergie de I’état stationnaire de fonction d’onde ¢ (enJ);

V : fonction €nergie potentielle dans laquelle est plongée la particule.

O MP Particule libre : v =0

e Solution stationnaire non normalisable de I’équation de Schrodinger a trois
dimensions

—
e 2
U-(7,1) = e'(_k' "E') avec E= (k)
k 2m

nk

q
J_k)(7’ t) e
m

Yo solution non normalisable de I’équation de Schrédinger (sans dimension) ;

== SE4 1.2 sl N\ .

J - vecteur densité de courant de probabilité associé¢ a la solution y-> (en
m.s");

m : masse de la particule (en kg) ;

1 : constante de Planck réduite ; 1,055 x 1074 J.s
E : énergie de I’état stationnaire de fonction d’onde ¢ (enJ);

N
k : vecteur d’onde (en rad.m™").

e Solution stationnaire non normalisable de 1’équation de Schrodinger a une
dimension

2
Yi(x, 1) = el=50)  avec E= i)
2m

Ji(x, 1) = ik

m

Yy : solution non normalisable de I’équation de Schrédinger (sans dimension) ;
Ji @ vecteur densité de courant de probabilité associé a la solution Y (en
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m.s™');

m : masse de la particule (en kg) ;

7 : constante de Planck réduite ; 1,055 x 1074 J.s

E : énergie de I’état stationnaire de fonction d’onde ¢ (en J);

—_—
k : vecteur d’onde (en rad.m™").
e Paquet d’ondes : solution normalisable décrivant une particule libre

= = E - D)
w70 = fjf.‘g(?) ei(k . r—w) &k avec E= (nk)
R3

2m

 : fonction d’onde de la particule (en m™ ?);
3
Y : fonction de distribution du paquet sur les vecteurs d’onde (en m?2).

& MP Effet tunnel

1
T = ot Rk =2m(Vy-E)

Vi 2
o
1+ TEVD sh”(ka)

7 : probabilité de transmission (sans diemnsion) ;
Vo : hauteur de la barriére de potentiel (enJ);

a : largeur de la barriere de potentiel (en m) ;

E : énergie de la particule (en J);

m : masse de la particule (en kg) ;

7 : constante de Planck réduite ; 1,055 x 107* J.s.

13. Eléments de physique statistique

13.1 Le facteur de Boltzmann

Modeéle de I'atmospheére isotherme

Mgz
p2) = poe” *
p(z) : pression atmosphérique a I’altitude z (en Pa) ;
po : pression atmosphérique a I’altitude z = O (en Pa) ;
M : masse molaire de I’air (en kg.mol") :
g : accélération de la pesanteur (en m.S™2);

R : constante des gaz parfaits ; 8,314 J.K™'.mol™' ;
T : température absolue de I’atmosphere (en K).
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(2 V1% Facteur de Boltzmann

— B
e kpT

E : énergie d’une particule (en J);

kg : constante de Boltzmann ; 1, 38 X 0 e N

T : température absolue (en K).

@& MP Probabilité d’occupation d’un niveau d’énergie

e Facteur

B : facteur 8 (enJ7');
kg : constante de Boltzmann ; 1, 38 X 111 el 0
T : température absolue (en K).

e Fonction de partition
Zp) = Z g PEm
m

Z : fonction de partition (sans dimension) ;
E,, : énergie du niveau discret n (en J) ;

Z : somme sur tous les états possibles du systeme ;
n
B : facteur S a la température absolue T (en J™').

e Probabilité d’occupation
e".BEn
Zp)

p(E,) : probabilité pour le systeme d’étre dans I’état d’énergie E,, (sans dimen-
sion) ;

Z(p) : fonction de partition du systeme (sans dimension) ;

E, : énergie de I’'état n (en J) ;

B : facteur B a la température 7 (en J e )

p(Ey) =
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13.2 Statistique sur le systéme

& MP Energie moyenne du systéme

d1nZ(B)

E: ;p(En)En =i 6ﬁ

E : énergie moyenne (espérance de 1’énergie) du systeme en contact avec le
thermostat de température 7 (en J) ;

p(E,) : probabilité€ pour le systeme d’étre dans 1’état d’énergie E, (sans dimen-
sion) ;

E, : énergie de I'état n (en J) ;

Z : fonction de partition (sans dimension) ;

B : facteur 3 a la température T (en J™1).

& MP Ecart quadratique moyen énergétique

AE : écart quadratique moyen énergétique (en J);

E : énergie moyenne (espérance de 1’énergie) du systeme en contact avec le
thermostat de température 7 (en J) ;

E? : carré moyen de 1’énergie (espérance du carré de 1’énergie) du systéme en
contact avec le thermostat de température 7" (en J) ;

Z : fonction de partition (sans dimension) ;

B : facteur 3 a la température T (en J™1).

& MP Capacité thermique molaire du systeme
= 6E - 2
Cym = NA T —Rﬁ AE

¢ym - capacité thermique molaire a volume constant (en J K .mol"') :
N4 : nombre d’ Avogadro ; 6,02 x 10 mol ™! ;
E : énergie moyenne (espé€rance de 1’énergie) du systeme en contact avec le

thermostat de température 7 (en J) ;
T : température absolue (en K) ;
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R : constante des gaz parfaits ; 8,314 J.K™'.mol™" ;

B : facteur B du systeme a la température 7 (en J ') ;
AE : écart quadratique moyen énergétique (en J).

13.3 Equipartition de I'énergie

& MP Energie moyenne

par degré de liberté quadratique classique

E

E : énergie moyenne (espérance de I’énergie) d’un degré de liberté quadratique
classique d’une entité du systeme en contact avec le thermostat de température
T (enlJ):

kg : constante de Boltzmann ; 1, 38 X 1072 )K"

T : température absolue (en K).

® MP  Capacité thermique molaire du gaz parfait

Uy = dNAE

u,, : énergie interne molaire d’un gaz parfait (en J mol™):
d : nombre de degré de liberté d’une molécule du gaz (entier sans dimension) ;
NA : nombre d’ Avogadro ; 6,02 X 10% mol™! :

E : énergie moyenne (espérance de I’énergie) d’un degré de liberté quadratique
classique d’une entité du systeme en contact avec le thermostat de température
T (en:J).
d d+2 d+2
cm==R ; cpm=——R ; = —
vm > pm ) 2 d

Ccym © capacité thermique molaire 2 volume constant (en J.LK™'.mol™");
Cpm : capacité thermique molaire  pression constante (en J.K™'.mol™");
v : rapport des capacités thermiques molaires (sans dimension) ;
d : nombre de degré de liberté d’une molécule du gaz (entier sans dimension) ;
R : constante des gaz parfaits ; 8,314 J. K '.mol ™!

® MP Capacité thermique molaire du solide

Loi de Dulong et Petit




216  [3] Physique

Uy =6NsE ; cm=23R

u,, : €nergie interne molaire d’un solide (en J .mol™1);
N4 : nombre d’Avogadro; 6,02 X 10 mol ™! ;

E: énergie moyenne (esperance de I’énergie) d’un degré de liberté quadrathue
classique d’une entité du systeme en contact avec le thermostat de température
I (eni.J);

¢ capacité thermique molaire (en J.K™".mol™");

R : constante des gaz parfaits ; 8,314 J.K™!.mol ™!

/
-
.
.

& MP Modele d’Einstein

1 1
E= hw(2 03"“’—1)

E : énergie moyenne (espérance de I’énergie) d’un degré de liberté quadratique
quantique d’une entité du systeme en contact avec le thermostat de température
T {ent):

7 : constante de Planck réduite ; 1,05 x 107* I.s ;

w : pulsation propre de I’ oscillateur quantique (en rad.s™');

B : facteur 3 a la température T (en J ™).

& MP Energie interne molaire

|
.
.
.

u,, : énergie interne molaire d’un solide (en J mol™):

Ny : nombre d’ Avogadro ; 6,02 X 102 mol ™" ;

E : énergie moyenne (espérance de 1’énergie) d’un degré de liberté quadratique
quantique d’une entité du systeme en contact avec le thermostat de température
T (en]).

& MP Capacité thermique molaire
eﬂﬁw
- 2
o= 3R008" ()

¢, : capacité thermique molaire (en J.K™'.mol™!);
R : constante des gaz parfaits ; 8,314 J.K '.mol™!;
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% : constante de Planck réduite: 1,05 x 107*J.s:
w : pulsation propre de I’oscillateur quantique (en rad.s™');

B : facteur 3 a la température T (en J™").

14. Conversions de puissances

14.1 Conversion statique

@ PSI Transformateur de tension

i 7, 1y L
i " T ) : i
— 2
\ /
u ~4 N N, 1 u ¢ .
1 t 1 2 > 2 I is
— | > >
P 1,

e Relation entre les tensions

un(t) = % (e = mu)

uy(1) : tension €lectrique aux bornes du secondaire (en V) ;

uy (1) : tension électrique aux bornes du primaire (en V) ;

Ny, N, : nombres de spires des bobinages primaire et secondaire (sans dimen-
sion) ;

m : rapport de transformation du transformateur (sans dimension).

e Relation de Kapp des transformateurs

Uteff = V2ANLS fBuax = 4,44N1S f By

Uliery : valeur efficace de la tension primaire (en V) ;

N : nombre de spires du bobinage primaire (sans dimension) ;

S : section du noyau de fer doux (en m2) :

f : fréquence de fonctionnement du transformateur (en Hz) ;

B)ax ¢ valeur maximale du champ magnétique dans le noyau de fer doux (en T).

e Relation entre les intensités électriques
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N |
ir(1) = ﬁ; (1) = — (1)

i»(t) : intensité du courant €lectrique au secondaire (en A) ;

i1(¢) : intensité du courant électrique au primaire (en A) ;

Ny, N> : nombres de spires des bobinages primaire et secondaire (sans dimen-
sion) ;

m : rapport de transformation du transformateur (sans dimension).

e Impédance ramenée au primaire

4
L=k

Z,: impédance ramenée au primaire (en Q) ;

Z : impédance de charge du secondaire (en Q) ;
m : rapport de transformation du transformateur (sans dimension).

e Rendement du transformateur

= P <P

n : rendement du transformateur (sans dimension) ;
P; : puissance active délivrée au secondaire (en W) ;
Py : pertes fer (en W) ;

P. : pertes cuivre (en W).

& PSI Les interrupteurs de puissance

Lak iAK
anode cathode

Uyk (a) (b) s ug

Diode : symbole (a) ; caractéristique tension-courant (b)

C
C

ic

. iy Tucn (a)
L)
|

€

Ci
b i ;{ﬁm
7 :
|

> UcE > UcE
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Transistor bipolaire : symbole et caractéristique ucg(ic) du transistor de type
NPN (a) ; de type PNP (b)

A PSI Le hacheur

e Valeur moyenne de la tension hachée
(uy = a Uy

(u) : valeur moyenne de la tension aux bornes de la charge (en V) ;
a : rapport cyclique (sans dimension) ;
Uy : tension continue d’alimentation du hacheur (en V).

e Ondulation de I’intensité du courant dans la charge

Ug—E
L

Al : ondulation du courant dans le moteur a courant continu (en A) ;
a : rapport cyclique (sans dimension) ;

T : période de fonctionnement du hacheur (en s) ;

Uy : tension continue d’alimentation du hacheur (en V) ;

E : force contre-électromotrice du moteur a courant continu (en V) ;
L : valeur de I'inductance de lissage (en H).

Al = a'T

(2 0| Le redressement double alternance

a pont de diodes

W=-u,
T

(u) : valeur moyenne de la tension redressée (en V) ;
U, : valeur maximale de la tension d’alimentation du pont redresseur (en V).

14.2 Conversion électro-mécanique

& PpSI Le contacteur électromagnétique
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Ou:ix 2
w — ‘
—_— - —
I :E B Jop
u (1) PN l s
4 =
L. ™ B
e Champs magnétiques
NI
B ;= B, = 2”0#_’1
Xy + Ly

By : champ magnétique dans le milieu ferromagnétique (en T) ;

B, : champ magnétique dans I’entrefer (en T) ;

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" Hm ™' ;

u, : perméabilité relative du milieu ferromagnétique (sans dimension) ;

N : nombre de spires de la bobine (sans dimension) ;

I : intensité du courant €lectrique dans la bobine (en A) ;

[ : longueur moyenne de la ligne d’excitation magnétique dans le milieu fer-
romagnétique (en m);

x : épaisseur de I’entrefer (en m).

e Energie et force magnétiques

_ HoprS(NI )¢
" 2 + 1 )

&« énergie magnétique totale du champ (en J);

o : perméabilité magnétique du vide ; 47 x 107" H.m ™' ;
u, : perméabilité relative du milieu ferromagnétique (sans dimension) ;

S : section du noyau ferromagnétique (en m?);

N : nombre de spires de la bobine (sans dimension) ;

I : intensité du courant électrique dans la bobine (en A) ;

[ : longueur moyenne de la ligne d’excitation magnétique dans le milieu fer-
romagnétique (en m) ;

x : épaisseur de I’entrefer (en m).

s 0E,
mx — Bx
fmx : composante suivant x de la force due au champ magnétique sur la piece
mobile (en N) ;
En - énergie magnétique totale du champ (en J).
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& PSI La machine synchrone

e Champ magnétique rotorique

o
B, /zo(8) = B cos(p,8) €,

—)
B, /z0(6') : champ magnétique rotorique dans le référentiel lié au rotor au point

de coordonnée & (enT);
B, : valeur maximale du champ rotorique dans I’entrefer (en T) ;
pr : nombre de paires de pdles au rotor (sans dimension).

e Fonctionnement en alternateur synchrone

fs=pr fr

fs : fréquence des tensions et courants électriques induits au stator (en Hz) ;
pr - nombre de paires de pdles au rotor (sans dimension) ;
f. : fréquence de rotation du rotor (en tr.s™").

e Fonctionnement du moteur synchrone

= —
Bs/‘Rsta(ea 1) = By cos(wyt — psb) €,

q . - - / P
B /rsa(6, 1) : champ magnétique statorique au point de I’entrefer repéré par 6,

alinstantz (enT);
By : valeur maximale du champ magnétique statorique (en T) ;
ps : nombre de paires de pdles au stator (sans dimension) ;

wy : pulsation des tensions d’alimentation du stator (en rad.s™1).

do  wy

dt — p,
de . ; ; . , -1
P : vitesse angulaire du champ glissant statorique dans I’entrefer (enrad.s™ ") ;

ps nombre de paires de pdles au stator (sans dimension) ;
wy : pulsation des tensions d’alimentation du stator (en rad.s™").

— —3
Br/Rsm(e, 1) = By COS(pra),-t - Pr9 i Pr‘P) Cr

q . - ., . e F
B, /rsa(0,1) : champ magnétique rotorique dans I’entrefer au point repéré par
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f,al’instantf (en T);
B, : valeur maximale du champ magnétique rotorique (en T) ;
pr : nombre de paires de pdles au rotor (sans dimension) ;

w, : vitesse angulaire du rotor (en rad.s™' );
¢ : angle entre les champs magnétiques rotoriques et statoriques (en rad).

e Condition de synchronisme
Wy
(l),- = —
Pr

w, : vitesse angulaire du rotor (en rad.s™');
pr - nombre de paires de pdles au rotor (sans dimension) ;

wy : pulsation des tensions d’alimentation du stator (en rad.s™").
e Moment moyen de couple

BrOBSO
Ho

(Mp) = = Pr

meR,L sin(p,¢)

(My) : moment moyen du couple par rapport a I’axe (en N.m) ;

Mo : perméabilité magnétique du vide ; 4 X 107Hm™!;

By : valeur maximale du champ magnétique statorique (en T) ;

B, : valeur maximale du champ magnétique rotorique (en T) ;

pr - nombre de paires de pdles au rotor (sans dimension) ;

e : épaisseur de I’entrefer (en m) ;

R, : rayon du rotor (en m) ;

L : longueur de la partie active du rotor (en m) ;

¢ : angle entre les champs magnétiques rotoriques et statoriques (en rad).
REMARQUE : valable si la condition de synchronisme et p; = p, sont satisfaites.

e Modele équivalent par phase de la machine synchrone : (a) en moteur; (b) en
alternateur

_V E cm E m T) Z
N (a) (b) N

R, : résistance statorique (en Q) ;

JX : réactance synchrone (en Q) ;

V : tension d’alimentation phase-neutre en moteur ou tension phase-neutre
délivrée au stator (en V) ;
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E :force contre-électromotrice en moteur (en V) ;

—cem

E, : force électromotrice en générateur synchrone; (en V) ;

I : intensité du courant électrique absorbé (en moteur) ou fourni ( en générateur)
(en A).

@ PSI La machine a courant continu

e Moment du couple
My=kdI

MA : moment du couple par rapport a I’axe de rotation (en N.m) ;

k : constante caractéristique de la machine (en rad™!);

@ : flux du champ magnétique sous un pole (en Wb ) ;

[ : intensité du courant électrique absorbé (en moteur) ou fourni (en générateur)
(en A).

e Force électromotrice induite
E=k®Q

E : force (contre-) électromotrice induite (en V) ;

k : constante caractéristique de la machine (en rad"') 1
® : flux du champ magnétique sous un pole (en Wb) ;

Q) : vitesse angulaire du rotor (en rad.s™h).

e Puissance électromagnétique transmise au rotor

P.m : puissance €lectromagnétique transmise au rotor (en W) ;

MA : moment du couple par rapport a 1’axe de rotation (en N.m) ;

I : intensité du courant électrique absorbé (en moteur) ou fourni (en générateur)
(en A);

E : force (contre-) électromotrice induite (en V) ;

Q : vitesse angulaire du rotor (en rad.s ™).
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e Modele équivalent de I’induit en fonctionnement moteur (a) ; en fonctionne-
ment générateur (b)

Lot =
g (D «(D g
(a) (b)

Enmoteur: U =rI+k®Q. En générateur U =kD®PQ —rl.
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Chimie

1. Thermodynamique

1.1 Etats de la matiere

I

Les trois états de la matiere

e Etat solide : état compact (état condensé) et relativement ordonné. Il possede
un volume propre et une forme propre.

e Etat liquide : état compact (état condensé) mais désordonné. Il possede un
volume propre mais est déformable (état fluide).

o Etat gazeux : état dispersé et désordonné. Il ne posséde ni forme propre (état
fluide), ni volume propre.

13 Différents types de solides

e Solide cristallin : solide dont I’arrangement des atomes est ordonné et régulier.

e Solide amorphe : solide dont I’arrangement des atomes se fait de facon
aléatoire (état désordonné).

e Solide semi-cristallin : solide possédant des domaines cristallins et amorphes
en proportions variables.

|

Variétés allotropiques

Certains corps simples ont la faculté d’exister sous plusieurs formes physiques,
sans changement d’état physique (souvent : plusieurs formes cristallines) : les
variétés allotropiques.

I

Transformations de la matiere

e Transformation physique : transformation durant laquelle un composé change
d’état physique (changement d’état), de forme physique (transformation entre
variétés allotropiques) ou subit une contrainte extérieure (pression, température).
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e Transformation chimique : transformation durant laquelle des composés chi-
miques (les réactifs) sont transformés en de nouveaux composés chimiques
(les produits), tout en conservant les différents €léments chimiques mis en jeu.
Cette transformation fait intervenir les électrons des éléments.

e Transformation nucléaire : transformation durant laquelle des composés se
transforment en de nouveaux composés avec modification de la structure nu-
cléaire des atomes (les éléments chimiques ne sont donc pas conservés). Cette
transformation fait intervenir les nucléons des éléments.

Les différents changements d’état

sublimation

condensation (a 1’état solide)

(1) Diagramme d’état

P A P A

solide

liquide solide\ liquide

T
gaz

T T
Cas général Cas particulier (ex : eau)

C : point critique (point au-dela duquel on ne fait plus la différence entre état
liquide et état gazeux.)

T : point triple (point ou coexistent les trois €tats de la matiere)

p . pression

T : température



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

1. Thermodynamique 227

1.2 Description d’un systéme physico-chimique

@b Constituant et systeme physico-chimiques

Un constituant physico-chimique est | Un  systtme physico-chimique
une espece chimique donnée dans un | est constitué d’une ou plusieurs
état physique donné. especes physico-chimiques.

|

Quantité de matiere

n : quantité de matiere (mol)
m : masse (g)
M : masse molaire (g.mol‘l)
N : quantit¢ particulaire ou
moléculaire (sans dimension)
Ny : nombre d’ Avogadro
= 6,022 x 10** mol ™!

SE

-
==

I

Fraction molaire

; n.
X; = n:;al —— x; : fraction molaire de i (sans di-
an mension)
J n; : quantité de matiere de i (mol)
Mol - quantité de matiere totale
Z =l (mol)

1
b Fraction massique

w; = = w; : fraction massique de i (sans di-
Ll Z m mension)
J m; : masse de i (g)
Mol - Masse totale (g)
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1 Concentration molaire

c¢; ou [i] : concentration molaire de i
n; (mol.L™")
Vv n; : quantité de matiere de i (mol)
V : volume de la solution (L)

(L Concentration massique

¢, © concentration massique de i
m; (gL
i O T &
y o m; : masse de i (g)

V : volume de la solution (L)

b Masse volumique
m;

p; : masse volumique de i (g.L ")
pi = A m; : masse de i (g)
' V::volume de i (L)

Ci =

cm,- =

d; : densité de i (sans dimension)

g Pi p; - masse volumique de i (g.L_')
' Dean Peau . Masse volumique de I'eau
gL™)

(L Densité d’'un gaz

d; : densité de i (sans dimension)
di= Pi p;i - masse volumique de i (g.L7")
Paic Pair : masse volumique de Iair
(gL™)
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Equation d’état du gaz parfait

pV = nRT

p : pression du gaz (Pa)

V : volume du gaz (m3 )

n : quantité de matiere (mol)

R : constante des gaz parfaits
(8,314 Pam’.mol ' .K™")

T : température (K)

&b Pression partielle — Loi de Dalton

niRT
Vv

Pi= = X;Pr

Pr = Zpi
i

p; : pression partielle en i (Pa)

n; : quantité de matiere de i (mol)
x; : fraction molaire de i (mol) (sans
dimension)

py - pression totale (Pa)

1.3 Etude thermodynamique d’une transformation

(1 Avancement molaire —

cours de réaction

____Quantité de matiére en cours de reaction

,'(t) - ,(O)
&= e A

Vi

n(t) = n,(0) + v;&

& : avancement molaire (mol)

n;(0) et n;(¢) : quantités de matiere
de i a I’état initial et a I'instant ¢
(mol)

v; @ coeflicient steechiométrique
algébrique de i (< O pour les réactifs
et >0 pour les produits) (sans di-

mension)

1 Avancement volumique

=t

x : avancement  volumique
(mol.L™")

& : avancement molaire (mol)

V : volume total (L)
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Activité (chimique)

L activité chimique est sans dimension.
e Mélange idéal de gaz parfaits : a; =
e Etat condensé pur : a; = 1

e M¢élange idéal de liquide : a; = x;  (fraction molaire)

c z
_ soluté
e Solution : [EEFEESI °t [ESOIEEE

p° = 1 bar : pression standard
C° = 1 mol.L™" : concentration standard

©® Quotient de réaction et constante d’équilibre

Q. : quotient de réaction (a un ins-
tant donné, sans dimension)
0= l—[ (a;) a; : activité de i (sans dimension)
i v; : coeflicient steechiométrique
Loi d’action des masses (LAM) | algébrique (sans dimension)
ou loi de Guldberg et Waage : | K°(T) : constante d’équilibre
4 (dépend de la température, sans
K (T) =0, = l_[ O dimension)
’ (@), © activité de i a I'équilibre
(sans dimension)

(L Critere d’évolution

Lorsque tous les réactifs et produits de la réaction sont présents a 1’état initial,
le quotient de réaction tend a devenir €gal a la constante d’équilibre.

Ainsi :
— la transformation évolue dans le sens direct lorsque Q,(EI) < K°
— la transformation évolue dans le sens indirect lorsque Q,(EI) > K°

(EI représente I’état initial)
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& Relation entre constantes d’équilibre

Soit 1’association de réactions suivante :
réaction(3) = n réaction(1) + m réaction(2) K3 = (K})" x (K3)"

1.4 Diagrammes binaires solide-liquide

(2| Solution idéale

Une solution est idéale si toutes les interactions entre especes chimiques
(Ai— A; et A;j— A;) sont €quivalentes.

@ PSI Variance — Régle de Gibbs

y . variance (sans dimension)

¢ : nombre de constituants
indépendants

¢ : nombre de phases

v=c+2~-p

@ PSI Diagramme isobare d’équilibre

solide - liquide

e Miscibilité totale a I’état solide : fuseau simple ou double fuseau
T A A

liquide

T, |

Fuseau simple :

solide

e Miscibilité nulle a I’état solide :
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solides non miscibles

Sy,

- solides non|miscibles

X,

Sans composé défini Avec composé défini D

E est le point eutectique. Lors du changement d’état du mélange eutectique, la
phase solide et la phase liquide ont la méme composition.

e Miscibilité partielle a 1’état solide :
T A
T liquide

E est un eutectique. Ici, les solides
sont parfois miscibles, parfois non

S, miscibles.
/ solide \
S,+S,

O pSI Théoréme des moments chimiques

X=Xy MV
WEE YT
2 * 2 L] L] -

x; : fraction molaire en liquide
(sans dimension)

, et x5 : fracti lai
X,, X, et x5 : fractions molaires en
composé 2 aux points M, V et L

(sans dimension)




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

1. Thermodynamique 233

1.5 Application du premier principe a la transformation
chimique

(2] Grandeurs de réaction

AX . grandeur de réaction
(J.mol ™)
v; . coeflicient steechiométrique
algébrique pour le composé A;

AX = Z ViXm, = (Z—X) (sans dimension)

i & /rp X, : grandeur molaire pour le com-

posé A; (J.mol™)
X : grandeur pour le composé A; (J)
& 1 avancement molaire (mol)

® Enthalpie standard de réaction — Loi de Hess

A H®° : enthalpie standard de

réaction (J.mol™")

v, : coeflicient stoechiométrique

AH® = ZV,-AfH,? algébrique pour le composé A;
i (sans dimension)

A H; : enthalpie standard de for-

mation du composé A; (J.mol™")

® PSI Enthalpie standard de dissociation de liaison

L’enthalpie standard de dissociation de la liaison A—B, notée AgissH7 ., est I’en-
thalpie de la réaction de dissociation d’une mole de liaison a la température 7 :

A-B(y) — Ay + By Unité J.mol ™",
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® Relation variation d’enthalpie - enthalpie de réaction

AH® = éAH°

Réacteur isobare et isotherme :
Qp =AH =N H*

AH® : variation d’enthalpie stan-
dard (J)

& : avancement molaire (mol)

A.H® : enthalpie standard de
réaction (J.mol™")

Q, : €énergie thermique a pression
constante (J)

1.6 Application du second principe a la transformation chi-

mique

‘

Potentiel thermodynamique

Un potentiel thermodynamique est une fonction qui atteint une valeur mini-

mum a I’équilibre.

(2| |dentités thermodynamiques

dU = TdS — pdV
dH = TdS + Vdp

U : énergie interne (J)
T : température (K)

S : entropie (J KN
p : pression (Pa)

V : volume (m3)

H : enthalpie (J)

Enthalpie libre

I

G=H-TS§

écriture différentielle :
dG =Vdp -SdT

: enthalpie libre (J)
: enthalpie (J)

: température (K)

: entropie (J.LK ™)

: volume (m3)

: pression (Pa)

"Wt Q

Enthalpie libre de réaction
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A,G : enthalpie libre de réaction

(J.mol™ 1)

A.H : enthalpie de réaction
NG —AH-TAS (J.mol™")

T : température (K)

A.S : entropie de réaction

J.K '.mol™)

Potentiel chimique et enthalpie libre

H; : potentiel chimique du composé
A; (Jmol™)
G : enthalpie libre (J)
i = ( 9G ) n; : quantité de matiere du composé
' > A; (mol)

T : température (K)
p : pression (Pa)

A.G : enthalpie libre de réaction
MG =) vip (J.mol™) ’
v, : coefficient steechiométrique
algébrique pour le composé A;
(sans dimension)

(2 Potentiel chimique d’un constituant

H; : potentiel chimique du composé
A; (J.mol™")

p; : potentiel chimique standard du
composé A; (J.mol ™)

i, =pu; + RTIna; R : constante des gaz parfaits
(J.mol™".K™1)

T : température (K)

a; : activité du composé A; (sans di-
mension)

® PSI Enthalpie libre, enthalpie libre standard

et quotient de réaction
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A,G : enthalpie libre de réaction
(J.mol™1)

A,G° : enthalpie libre standard de
réaction (J.mol™")

AG=AG +RTInQ, R : constante des gaz parfaits
(J.mol ' K™

T : température (K)

Q, : quotient de réaction (sans di-
mension)

(2 Condition d’équilibre physique

Pour un corps pur en équilibre sous deux phases, les potentiels chimiques du
corps dans les deux phases sont égaux : Ko = Hy -

(2 Evolution d'un équilibre pour un corps pur

Un systeme biphasique évolue dans le sens des potentiels chimiques décrois-
sants, jusqu’a ce que les potentiels chimiques de chaque phase deviennent
¢gaux. L'évolution est spontanée si A.G < 0.

(2] Relation enthalpie libre de réaction —

Quotient de réaction

A.G : enthalpie libre de réaction
(J.mol™")

A,G"° : enthalpie libre standard de
réaction (J.mol™")

AG=AG +RTInQ, R : constante des gaz parfait
(J.mol”'.K™"

T : température (K)

Q. : quotient de réaction (sans di-
mension)
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® pSI Relation a I'équilibre

A,G° : enthalpie libre standard de

réaction (J.mol™1)

A,G° = —RT InK® R : constante des gaz parfaits

(J.mol 'K

T : température (K)

doic  AGC =R % K® : constante d’équilibre (sans di-
" Ko mension)

Q, : quotient de réaction (sans di-

mension)

et AG=AG"+RTIhQ,

@ Effet de la température — Relation de Van’t Hoff

K° : constante d’équilibre (sans di-

mension)

dink® AH° T : tfmpérature (K-) -
i - RIZ AH —1: enthalpie de réaction

(J.mol™")

R : constante des gaz parfaits

(J.mol™".K™")

(2. Variance — Reégle de Gibbs

v : variance (sans dimension)

¢ . nombre de constituants
indépendants

¢ : nombre de phases

(2] Critere d’évolution

e Une augmentation de température déplace 1’équilibre dans le sens endother-
mique.

vec+2—-¢p

e Une augmentation de pression déplace I'équilibre dans le sens de la diminu-
tion de la quantité de matiere de gaz.

e [’ajout d’un constituant actif déplace 1’équilibre dans le sens de la consom-
mation de ce constituant.
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2.1 Cinétique formelle

(1 Vitesse de réaction

v : vitesse de réaction (mol.L~'.s™")

1 d¢ V : volume total (L)
V= ?117 & : avancement molaire (mol)
t: temps (s)
1 d[A;] . V; ,: 'coefﬁcient .st(}ech‘iométrique
v=——— s1V=cste algébrique (sans dimension)

t [A;] : concentration molaire en
composé A; (mol.L™")

Vitesses de formation d’un produit

et de disparition d'un réactif

vy : vitesse de formation d’un pro-
duit (mol.L7'.s™)

vg & vitesse de disparition d’un
réactif (mol.L™".s™")

Al
Vf_ s S1 vV = Csle

dlA,] _ [A;] : concentration molaire en
\/ — s1 V = cste composé A; (mol.L ™)
t: temps (s)
La réaction @A + BB = yC + 6D v : vitesse de réaction (mol.LL."!.s7!)
admet un ordre si la loi de vitesse | kK : constante de vitesse (son unité
peut se mettre sous la forme : dépend de la loi de vitesse)
[A;] : concentration molaire en
v = k[A]"[B]* réactif A; (mol.L™")
Généralisation : g; : ordre partiel par rapport au
réactif A; (sans dimension)
v=k 1_[ [A]¥ et g= Z di | g : ordre global de la réaction (sans
f . dimension)
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i Loi de vitesse avec un réactif unique

Soit la réaction @ A — Produits. Si la réaction admet un ordre, sa loi de vitesse

1 d[A ;
s’écrit v= — 4[:i_t] = k[A]? (a = coeflicient steechiométrique).
— ¥

e Ordre 0: [A], = [A]y — akt

[A]; = f(z) est une fonction affine de pente —ak et d’ordonnée a I’ origine [A]j.
eOrdre 1 : [Al, =[Alpe™®® et In[A], = In[A], — akr .

In[A]; = f(¢) est une fonction affine de pente —ak et d’ordonnée a 1’origine
In[A]p.

e Ordre 2 = + akt
[Al:  [Alo
A = f(¢) est une fonction affine de pente +ak et d’ordonnée a I’origine
1 I
[Alo

L Temps de demi-réaction

Le temps de demi-réaction ¢, , est le temps au bout duquel la moiti€ du réactif

limitant a €té consommeée, soit [A]; = % (concentration restante).
®Ordre 0: #,, = (Ao 1, , est proportionnel a [A]p.

2ak

In2 5 5
e Ordre 1 : 1, = F 1|, est indépendant de [A]y.

(834

e Ordre 2 : 1 est inversement proportionnel a [A].

12 = kAL

ik Temps de demi-vie

Le temps de demi-vie est le temps au bout duquel la quantité de substance ra-
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dioactive a été divisée par deux par désintégration radioactive.

Dégénérescence de l'ordre

Dans le cas ou la réaction entre deux réactifs admet un ordre et que I’un d’entre
eux (ici B) est introduit en large exces par rapport a 1autre (ici A), alors la
consommation de B est négligeable, soit [B], = [B]y. Ainsi, la loi de vitesse
devient :

V= kapp[A]“ avec  kypp = k{B]b = constante de vitesse apparente
L’ordre apparent (a) étant différent de 1’ordre global (a + b), on parle de dégé-
nérescence de I’ordre.

b Conditions initiales stoechiométriques

Lorsque les réactifs sont introduits en proportions steechiométriques (c’est-a-

A B
dire [Alo = [ ﬁ]O pour la réaction @ A + § B — Produits), ils le restent tout

[Al, _ [BI,
B

). On se ramene ensuite a I’étude d’une

au long de la réaction (soit

réaction avec un réactif unique.

ab Loi d’Arrhenius

k : constante de vitesse (son unité
dink E, dépend de la loi de vitesse)

dT ~ RT2 T : température (K)
E, : énergie d’activation (J.mol™")
Forme intégrée :  k = Aexp (_ﬁ) R : constante des gaz parfaits

RT/ | (8,314 J.mol ' K™)
! E, A : constante d’Arrhenius ou fac-
soit Ink=InA- — § .
RT teur pré-exponentiel ou facteur de

fréquence (unité de k)

La forme intégrée est valable si £, = cste dans le domaine de température
considéré.

l Eﬂ' - ~ i
Ink = f (?) est une droite de pente -y et d’ordonnée a 1’origine In A.
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b Réactions complexes ou composées

e Réactions paralleles (ou compétitives) : réactions possédant au moins un
réactif en commun. Si tous les réactifs sont identiques, les réactions sont ju-
melles, sinon elles sont concurrentes.

A+B—->C

— réactions jumelles :
. { A+B—D

réactions concurrentes : A4 Bl
| A+C—-E

e Réactions opposées (ou inversables) : 1a réaction directe et la réaction inverse
L . A—>B
ont lieu simultanément :
B— A

e Réactions successives (ou consécutives) : réactions au cours desquelles les
réactifs fournissent des produits intermédiaires qui permettent ensuite de for-

A+B—->C

mer de nouveaux produits :
. { C+D—E

2.2 Mécanismes réactionnels

Loi cinétique de Van't Hoff

La loi cinétique de Van’t Hoff est la loi de vitesse associée a un acte (ou pro-
cessus) élémentaire :

k : constante de vitesse (son unité

dépend de la loi de vitesse)

v - kl_l [A,]% [A;] : concentration molaire en
. réactif A; (mol.L™")

a; : coefficient steechiométrique de

A; (sans dimension)

L Principe de Bodenstein ou

Approximation de I'Etat Quasi Stationnaire (AEQS)

Lorsqu’un intermédiaire réactionnel (noté IR) se forme avec une vitesse tres
faible par rapport a sa vitesse de disparition, I’espece ne s’accumule pas dans



242 [4] Chimie

i A b ; ; : . d[IR
le milieu, apres une période dite d’induction, soit : -% =)

Approximation de I’Etape

Cinétiquement Déterminante (AECD)

Dans un mécanisme réactionnel, lorsqu’une étape a une constante de vitesse
beaucoup plus faible que les autres, elle impose sa vitesse a toutes les autres

étapes et est qualifiée d’Etape Cinétiquement Déterminante (ECD), soit :

V = VECD

b Catalyseur

Un catalyseur est un composé qui augmente la vitesse d une réaction thermo-
dynamiquement favorable sans en modifier I’état final prévu par la thermody-
namique et sans apparaitre dans I’équation de la réaction.

3. Architecture de la matiere

3.1 Classification périodique des éléments

Quantification de I'énergie

Pour une transition électronique (absorption ou €émission) :

AE : variation d’énergie (J)

h : constante de Planck

he =6,6261 x 107* Is

AE = hy = —
A v : fréquence (Hz)
_ _ h c : célérité de la lumiere
Relation de De Broglie : 4 = p— =2.9979 x 10° m.s"!
(prononcer = De Breuil =) A :longueur d’onde dans le vide (m)

m : masse de la particule (kg)
v : vitesse de la particule (m.s™!)

Energie de I'atome d’hydrogéne

e Niveaux d’énergie
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13,6
oo
ZZ
Espéce hydrogénoide : E, = —13, 6~n—2~
(espece possédant un seul électron,
comme |’atome d’hydrogene)

Atome d’hydrogene : E, = —

e Transition entre deux niveaux d’énergie :

243

E, : énergie pour le niveau n (eV)
n : nombre quantique principal
(sans dimension), € N*

Z : numéro atomique de 1'élément
(sans dimension)

relation de Rydberg-Ritz

v : nombre d’onde (m™")

Ry : constante de Rydberg
=1,097 x 10’ m™!

netn’ : nombres quantiques princi-

paux (sans dimension) avec n < n’,

€ N*

A : longueur d’onde (m)

v : fréquence (Hz)

¢ 1 célérité de la lumiére (m.s™")

L Energie d’'un atome quelconque

%2
=136

E, = =y

E, : énergie pour le niveau n (eV)
Z" : numéro atomique effectif (sans
dimension)

n” : nombre quantique principal ef-
fectif ou apparent (sans dimension),
€ N*

el Nombres quantiques

e Nombre quantique principal n : n € N*,

¢lectronique (dont I’énergie dépend de n).

détermine le niveau ou la couche

e Nombre quantique secondaire (ou orbital ou azimutal) £ : 0 < { < n—1et

¢ € N, détermine le sous-niveau ou la sous-couche électronique. A un niveau n
correspondent n sous-niveaux électroniques, d’énergie dépendant de n et £.

e Nombre quantique magnétique m, : —€ < m, < { et m, € Z, détermine la

case quantique. Aune sous-couche ¢ correspondent 2¢ + | cases quantiques,
d’énergie dépendant de n et £ donc de méme énergie. On dit qu’il y a dégéné-

rescence des niveaux d’énergie.
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1

e Nombre quantique de spin m, : m, = ii’ définit 1’orientation d’un électron

dans un champ magnétique.

b Spectre électromagnétique

violet Iindigo bleu vert jaune orange rouge

450 480 530 590 620 700 ; (nm)
f(Hz) 10" 10" ™\10* 10" 10® 10" 10" 10"
& micro ondes
rayons X ultra = infrarouge
violet = ondes hertziennes

10° 10° 107 10°¢ 10° 10° 107 107 A (m)

Configuration électronique

Une case quantique est définie par le triplet (n, £, m,).

e Principe d’exclusion de Pauli : dans un atome, deux €lectrons ne peuvent pas
avoir leurs quatre nombres quantiques identiques (n, £, m,, m,). Par conséquent,
une case quantique ne peut contenir que deux électrons (un électron de spin up,

; 1 ; ; 1
soit m, = > et un électron de spin down, soit m, = _5)'

e Régle de Klechkowski : on remplit les cases quantiques par ordre croissant
d’énergie donc par n + £ croissant. Pour une méme valeur de n + £, on remplit
par ordre croissant de n.

e Reégle de Hund : pour des cases quantiques dégénérées (de méme énergie),
les électrons occupent le maximum de cases quantiques avec des spins up.

e Cas des cations : pour obtenir la configuration électronique d’un cation, on
enleve tout d’abord les électrons les plus éloignés du noyau donc de n le plus
grand.

@b Electrons de cceur et de valence

e Electrons de valence : électrons de la couche dont le n est le plus grand
(couche de valence) + électrons de la sous-couche n — 1 ou n — 2 en cours de
remplissage.
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e Electrons de cceur : électrons des couches et sous-couches saturées (de ni-
veaux inférieurs a la couche de valence).

Rayons

e Rayon atomique : fait référence a trois définitions :

- Rayon orbitalaire : le rayon de I’atome correspond au rayon de la plus haute
%2

orbitale atomique occupée dont la formule est r = ?ao dans le modele de Sla-

ter, avec n~ le nombre quantique principal apparent et Z* la charge nucléaire
effective.

- Rayon covalent : le rayon de I’atome correspond a la moitié de la distance
entre deux atomes d’une molécule diatomique homonucléaire (de type A»).

- Rayon métallique : le rayon de I’atome correspond a la moitié de la distance
entre deux atomes plus proches voisins dans un cristal métallique.

e Rayon ionique : le rayon d’un ion est défini a partir de la plus petite distance
entre le cation et 1’anion dans un cristal ionique. Le rayon de I'ion oxyde est
pris comme référence.

‘

Electronégativité

L’électronégativité, notée y, est une grandeur sans dimension qui mesure 1’ap-
titude d’un atome a attirer les électrons dans une liaison chimique.

3.2 Edifices chimiques

Regles du duet et de l'octet

‘

Pour étre stable, un €élément tend a saturer sa couche de valence (comme dans
le cas des gaz nobles).

e Regle du duet : dans un édifice chimique, les éléments de numéro atomique
inférieur a 4 (H et Li) tendent a acquérir la structure électronique de 1’hélium,
donc a s’entourer de 2 électrons.

e Régle de I'octet : les éléments de numéro atomique supérieur a 4 et inférieur
a 18 tendent a acquérir la structure électronique du gaz noble qui les suit ou les
précede (le néon ou I'argon) de fagon a avoir 8 électrons dans leur couche de
valence.
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e Hypervalence : a partir de la troisieme période, la regle de I’octet peut étre
transgressée. En effet, pour le bloc p, la valence peut devenir supérieure a 4.

b Charge formelle

q : charge formelle
Risol¢ : nombre d’électrons de va-

q = Risolé — Nlié lence de I’atome isolé
ny;¢ - nombre d’électrons de valence
(sans dimension) de 1'atome lié (1 €lectron pour un

doublet liant, 2 électrons pour un
doublet non liant)

1 Régles de la mésomérie

Une forme mésomere a d’autant plus de poids dans la représentation de la
répartition des €lectrons que :

e Regle 1 : les atomes respectent la régle de 1’octet ou ont une hypervalence
compatible avec leur configuration électronique.

e Regle 2 : les charges formelles sont les plus petites possible et les charges
formelles de méme signe sont les plus éloignées possible les unes des autres.

e Regle 3 : les charges formelles sont en accord avec les électronégativités des
atomes.

Laregle 1 est prioritaire devant la régle 2, elle-méme prioritaire devant la regle
3, sauf dans le cas des éléments susceptibles d’étre hypervalents.

ik Liaison polarisée — moment dipolaire

Une liaison est polarisée lorsqu’il y a une répartition asymétrique des charges
(due a une différence d’électronégativité entre les atomes) sur celle-ci.

e Moment dipolaire pour une liaison A—B : ||za_gll = gda_g

e Moment dipolaire pour une molécule : & = ZE

4

1 .
p : moment dipolaire (C.m) autre unité : le debye : 1 D = 3 s¢ 10720 1
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— —
Une molécule est polaire si 7 # O et apolaire si £ = 0.

g = oe : charge (C) avec ¢ le pourcentage ionique (sans dimension) et e la
charge élémentaire (1,6 x 107 C)

da_g : longueur de la liaison A —B (m)

(1 Interactions de Van der Waals

e Interaction dip6le permanent - dipole permanent (ou de Keesom) :

E, : énergie d’interaction de Kee-
som (J.mol™")
& kg : terme dépendant des moments
Ey=—-—— dipolaires et de la température
(J.mol™'.m™®)
r : distance entre les barycentres des
molécules (m)

e Interaction dipdle permanent - dipdle induit (ou de Debye) :

E,, : énergie d’interaction de Debye

(J.mol™")
E.=— @ kp, : terme dépendant du moment di-
& e polaire de la molécule polaire et de

la polarisabilité de la molécule apo-
laire (J.mol™' .m_é)
e Interaction dip6le instantané - dipole instantané (ou de London) :

E; : énergie d’interaction de Lon-

don (J.mol™")

ro kr : terme dépendant des polarisabi-
lités (J.mol '.m™®)

Ces énergies sont de 1’ordre de 1 & 10 kJ.mol ™.

L Liaison hydrogéne

Il y a formation d’une liaison hydrogeéne entre deux especes chimiques si :
— la premiere espece possede un atome A tres €lectronégatif, petit et li€é a un
atome d’hydrogene H ;

— la deuxieme espece possede un atome B tres électronégatif et porteur d’au
moins un doublet non liant.
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Les éléments jouant le rOle de A et B sont tres souvent N, O ou F.

Les trois atomes sont alignés et une liaison hydrogene est environ deux fois
plus longue qu’une liaison covalente: A —-H------ | B

Ordre de grandeur de I’énergie : 1 240 J.mol™',

Permittivité électrique relative

ou constante diélectrique

g, : constante diélectrique (sans di-
mension)

e & : permittivité électrique du milieu
& (Fm™)

g, . permittivité électrique du vide
(8,85x 107" Em™)

La permittivité électrique relative permet de rendre compte de la capacité du

milieu a réagir a un champ électrique. Une forte constante diélectrique entraine
une diminution des forces d’attraction électrostatiques.

1’ Propriétés des solvants

- . . —_ .
e Lorsque le solvant possede un moment dipolaire ¢ important, il permet de
solvater et ioniser les composés.

e [orsque le solvant posseéde une permittivité électrique relative &, importante,
il permet de dissocier les paires d’ions formées aprés ionisation d’espéces io-
nisables.

e Un solvant protique (ou protogene) est un solvant susceptible de libérer un
ou plusieurs protons et de former des liaisons hydrogene.

4. Etat solide

4.1 Modele du cristal parfait

e Cristal parfait : assemblage de mailles parallélépipédiques.

e Maille (élémentaire ou primitive) : partie a partir de laquelle on peut recons-
tituer tout le cristal par translation.
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e Population (ou multiplicité) : nombre d’atomes contenus dans une maille.

e Coordinence : nombre d’entités en contact avec une méme entité.

e Compacité : rapport (sans dimension) entre le volume réellement occupé par
Voccupé

Vinaille

les entités de la maille et le volume total de la maille : C =

e Masse volumique (d’une maille) :
p : masse volumique (kg.m™)
N; : nombre d’entités de type i (sans

z N;M; dimension)
_ Mmaille _ i M, : masse molaire de I'entité de
Viaille Ny Viaille type i (kg.mol™")

N, : nombre d’Avogadro (mol™)
Viaille © Volume de la maille (m?)

€ Modeles d’empilement compact

Cubique simple (CS) Cubique centré (CC)

i Maille cubique a faces centrées (CFC)

Maille constituée d’une entité par sommet et par milieu de face

1
4 entités par maille (5 X 6+ 3 X 8)
Coordinence = 12

Compacité = 0, 74

i Sites interstitiels de la maille CFC

e Sites octaédriques :
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4 sites par maille : au centre et au mi-
lieu de chaque arréte de la maille

dimension : r,, = (\/5 - 1) r

e Sites tétraédriques :
8 sites par maille : au centre de 8 petits

A €l
cubes d’aréte >

2

3
dimension : r; = [ =i l)r

Alliages

e Alliage de substitution : alliage obtenu en remplacant certaines entités d’un
cristal par d’autres (en mémes quantité et position).

e Alliage d’insertion : alliage obtenu en ajoutant de petites entités dans les in-
terstices du cristal de départ.

4.2 Types de cristaux

Cristal métallique

‘

Empilement d’atomes dont la cohésion est assurée par des liaisons métalliques
(pas de liaison directe mais une mise en commun globale des électrons).

ExempLE : Fe, Al

Cristal ionique

‘

Empilement d’ions (cations et anions) dont la cohésion est assurée par des liai-
sons ioniques (interactions électrostatiques).

ExempLE : chlorure de sodium NaCl.
& Cristal covalent

Empilement d’atomes dont la cohésion est assurée par des liaisons covalentes.
ExempLE : C diamant.
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b Cristal moléculaire

Empilement de molécules dont la cohésion est assurée par des liaisons faibles
(interactions de Van der Waals et liaisons hydrogene).
ExempLE : H>O, I>.

5. Solutions aqueuses

5.1 Réaction d’oxydo-réduction

1 Nombre ou degré d’oxydation

Le nombre d’oxydation (n.o.) ou degré d’oxydation (d.o.) est un nombre algé-
brique, noté en chiffres romains, caractérisant I’état d’oxydation d’un élément
dans une espece chimique (plus le nombre est grand, plus 1’élément est oxydé
et peut €tre réduit).

e Le n.o. d’un élément dans un corps simple ou dans un ion monoatomique est
nul.

e Dans un édifice polyatomique, les électrons de chaque liaison covalente sont
attribués arbitrairement a ’atome le plus électronégatif. Le n.o. de chaque
élément de 1’édifice est alors €gal a sa charge fictive totale.

e Dans un édifice chimique, la somme des nombres d’oxydation est égale a la
charge électrique totale du composé.

©® Couple rédox — Réaction d’oxydo-réduction

e Un couple rédox, composé d’un oxydant (noté ox) et d’un réducteur (noté
red), est associé a la demi-équation €lectronique :

réduction
@oX+ne Z > Bred
oxydation

Un oxydant est une espece capable de | Unréducteur est une espéce capable
capter des €lectrons. de céder des €lectrons.

e Lors d’une réaction d’oxydo-réduction, il y a échange d’électrons entre le
réducteur d’un couple et I’oxydant d’un autre couple.



252 [4] Chimie

Dismutation et médiamutation

e [a réaction dont le réactif est une espece amphotere (permettant de former a
la fois son oxydant et son réducteur associés) est appelée dismutation.

e La réaction dont le produit est a la fois I’oxydant du réactif réducteur et le
réducteur du réactif oxydant (donc une espéce amphotere) est appelée média-

mutation ou amphotérisation.

ib Electrode Standard a Hydrogene (ESH)

L’électrode standard a I’hydrogene est
I’électrode de référence absolue. Elle
met en jeu le couple rédox H;O" /
H, dont le potentiel est nul a toute
température. Elle est fictive puisqu’elle
doit considérer, entre autres, que H» est
un gaz parfait.

DHQ \/o

i Formule de Nernst

RT a6 ”
E=E°+ —In-*2%

nT a!’ €dﬂ

A25°C E=E + 2% log =2
= are

RT

FIn 10 =0,06 a25°C

car

E : potentiel du couple (V)

E® : potentiel standard du couple
(V)

R : constante des gaz parfaits
(J.mol"'.K™h

T : température (K)

n : nombre d’électrons échangés
(sans dimension)

¥ = Nje : constante de Faraday
(C.mol™")

a; : activité chimique de I’espece i
(sans dimension)

a et B : coefficients stce-
chiométriques (sans dimension)
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i Domaine de prédominance ou d’existence

On parle de domaine de prédominance pour les especes dissoutes ou gazeuses
et de domaine d’existence pour les solides. Ils sont établis en fonction de la
valeur du potentiel E en volts.

e Pour les especes dissoutes, la frontiere entre les deux especes d’un couple
rédox est le potentiel standard du couple.

e Pour les solides et les gaz, il faut tenir compte de la concentration limite et
de la pression (que I’on fixe).

Pour un diagramme horizontal (resp. vertical), I’oxydant prédomine ou existe
a droite (resp. au-dessus) de la frontiere tandis que le réducteur prédomine ou
existe a gauche (resp. en dessous).

Aspect thermodynamique

‘

Une réaction d’oxydo-réduction est thermodynamiquement favorisée dans le
cas ou I'oxydant du couple dont la frontiere est plus élevée réagit avec le
réducteur du couple dont la fronticre est plus faible.

Pour la réaction entre un réducteur appartenant a un couple 1 et un oxydant
appartenant a un couple 2, on a :

E; : potentiel standard du couple i

o _ o (V)
log K° = i (E2 E') n: : nombre d’électrons échangés
0,06 pour la demi-équation électronique

du couple i (sans dimension)

‘

Etude d’une pile

Une pile est le siege d’une réaction d’oxydo-réduction. Elle est composée de
deux demi-piles reliées par un pont salin. Chaque demi-pile est constituée
d’une électrode métallique plongeant dans une solution.

Il y a oxydation a I’anode (les €lectrons sont libérés a 1’électrode, c’est donc le
pole négatif) et réduction a la cathode (les électrons sont captés a I’électrode,
c’est donc le pole positif).

Force électromotrice de la pile : lESSNE S hade — Eancde
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5.2 Réaction acido-basique

@® Couple acide-base — Réaction acido-basique

e Un couple acide-base, composé d’un acide (noté HA) et d’une base (notée
A7), est associé a la demi-€quation protonique :
HA=A" +H"
Un acide est une espeéce capable de | Une base est une espéce capable de
céder des protons. capter des protons.

e Lors d’une réaction acido-basique, il y a échange de protons entre 1’acide
d’un couple et la base d’un autre couple.

Une réaction acido-basique est thermodynamiquement favorisée dans le cas ot
le pK, du couple de la base est supérieur a celui du couple de I’acide.

(1] Définition du pH

pH : potentiel hydrogene (sans di-
mension)
H=-lo + H;O™ . L .
P g 4H;0 ag,o+ = [H0 ] . activité des ions
soit pH = —log [H;0"] oxonium (sans dimension)
C° = 1 molL™" : concentration
standard

Pour la suite, la grandeur C° sera sous-entendue (en respectant les dimensions).

i Produit ionique de I'eau

K, : produit ionique de 1’eau (sans

K, = [H:0"] .[HOT] dimension)
[H30"] et [HO™| : concentrations
pK, = -logK, =14 2a25°C en ions oxonium et hydroxyde

(mol.L.™H
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i Constante d’acidité
HA + H,0 = A~ + HyO" K, : constante d’acidité du couple
(sans dimension)
- +
K, = [A7] [H507] [A7], [H307] et [HA] : concentra-
[HA] tions des différentes especes en so-
pK, = —logK, lution (mol.L™")
L1 Constante de basicité
A~ 110 —=HA +HO K}, : constante de basicité du couple
(sans dimension)
K, = [HA][HO] [HA], |[HO™ | et [A™] : concentra-
[A7] tions des différentes especes en so-
pKy = —log K, lution (mol.L™")

‘

pH d’un couple acide-base

[A] [A7] et [HA] : concentrations a
HA] I’équilibre des différentes espéces
en solution (mol.L™")

pH = pK, + log

‘

Diagramme de prédominance
HA A

1 -

[HAI>[A]  pK, [A1>HAl g

5.3 Réaction de complexation

1 Constante globale de formation

B, : constante globale de formation
M +nL = ML, (sans dimension)
ML, ] M : ion métallique
ﬁﬂ = [M] [L]n L.ig llgand
ML, : complexe

Plus 3, est grand, plus le complexe est stable.
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b Constante globale de dissociation

1 Kp : constante globale de dissocia-
ML, = M + nL Kp = B tion (sans dimension)
! B, : constante globale de formation
PKp = ~log Kp = logp, (sans dimension)
il Constante de formation successive
ML;-, + L = ML, K : constante de formation de ML;
[ML.] a partir de ML;_; (sans dimension)
I

K= Moom

Constante de dissociation successive

1 K, : constante de dissociation de
ML;=ML,_; +L Ky =— ML; en ML, ; et L (sans dimen-
K sion)

K ¢ : constante de formation de ML,;

pKy = —log Ky, = log Ky, A ﬁartir de ML,_; (sans dimension)

@ Relations entre constantes globale et successive

Bn = nKﬁ Kp = an; et pKp = ZPKd,-

K; = ﬁﬁ " et pKd; = logBi | — logBi = —log K;
i—1
(1) Expression de pL

[ML;_]

L=-log[L]=pK, +1
p og[L] = pK, + log ML|
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i Diagramme de prédominance (successive)
ML, 1 ML, R
ML>ML]  pk, MLI>ML

5.4 Réaction de précipitation

I

Solubilité

La solubilité est la quantité de matiere de soluté que 1’on peut dissoudre dans
un litre de solvant. Elle s’exprime en mol.L™".

&b Produit de solubilité et pK_
A.Bp) = aA"™ + bB™ K : produit de solubilité (sans di-
mension
K, = [A"][B" ] o
pK, = —log K,

Diagramme d’existence

‘

Agl existe Agl n'existe pas

| -

| =
PKs - pAg Pl

avec pl = —log[I"] et pAg=—Ilog[Ag"] pour le précipité Agl.

Pour un précipité formé a partir des ions M"" et X”~, la valeur limite de pX

K,
est: pX,., = i pM avec pM = —log[M""].

Condition de précipitation

Il y a précipitation lorsque le quotient de réaction initial est supérieur ou égal
au produit de solubilité, soit: Q,., = [A""]; [Bm“]g =

5.5 Diagrammes potentiel-pH et potentiel-pL

I1 existe deux conventions possibles :
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e Sur les frontieres, la concentration des especes en solution est égale a la con-
centration arbitrairement choisie.

e La concentration totale en un élément est fixée. Les concentrations sont alors
réparties équitablement au niveau des frontieres.

&0 Lecture d’'un diagramme

e Les droites horizontales symbolisent des équilibres entre oxydant et réducteur
d’un couple rédox. L’oxydant est prédominant au-dessus de la frontiere.

e Les droites verticales représentent des équilibres entre acide (prédomine a
gauche) et base d’un couple acido-basique (pour le diagramme E-pH).

Diagramme potentiel-pH de I'eau

e Le couple H,/H,O possede une droite frontiere de pente —0,06 V et d’or-
donnée a I’origine nulle.

e Le couple H,O/O, possede une droite frontiere de pente —0,06 V et d’or-
donnée a I’origine 1,23 V.

(pour des pressions de | bar).

6. Electrochimie

6.1 Courbes intensité - potentiel

Vitesse de réaction et intensité

v : vitesse de réaction (mol.s™')

& : avancement molaire (mol)

t : temps (s)

I : intensité du courant (A)

q : charge traversant I’électrode C)
n : nombre d’électrons échangés
F : constante de Faraday (J.mol ™)

s =99 _ 95

Y= L T a

donc i=nFv
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Montage a trois électrodes

millivoltmétre

électrode
De reférence

e

génerateur

microamperemétre
(galvanométre)

_ Electrodes de travail

(2 Allure des courbes intensité - potentiel

f“.

Systéeme rapide

Systeme lent (avec surtensions ano-
dique 7, et cathodique 7,)

I A

Ne MNa v

Courant limite de diffusion

lim
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6.2 Corrosion

‘

Potentiel mixte

Le point de fonctionnement pour lequel le courant anodique est égal a I’opposé
du courant cathodique a un potentiel appelé potentiel mixte. C’est le potentiel
commun aux deux métaux en contact. On parle aussi de potentiel de corrosion.

i

Corrosion humide

La corrosion humide correspond a I’oxydation d’un métal ou d’un alliage mé-
tallique sous I'effet de réactifs en solution.

‘

Réaction de corrosion

M : métal oxydé

ox : oxydant

M + ox —» M"" + red red : réducteur associé

M"™* : cation associé au métal dans
un couple redox

® Corrosion uniforme et corrosion différentielle

La corrosion est uniforme lorsque toute | La corrosion est différentielle
la surface du métal est attaquée de la | Jorsque I’attaque est différente
méme facon. suivant la zone étudiée.

(2 Domaines sur un diagramme E-pH

e Domaine de corrosion : domaine ou le métal se trouve sous forme d’ions.
e Domaine d’immunité ;: domaine d’existence du métal.

e Domaine de passivation : domaine ou le métal se trouve sous forme d’oxyde,
stable et susceptible de former une couche protectrice.

]

Protection contre la corrosion

e Revétement : on applique une peinture, un vernis, un revétement en plastique
ou un autre métal résistant davantage a la corrosion (comme I’aluminium, le
chrome ou le nickel).
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e Passivation : I’oxydation du métal forme une couche d’oxyde isolante qui

recouvre entierement le métal et le protege.

e Anode sacrificielle : on relie le métal a un métal plus réducteur qui s’oxyde a

la place du métal a protéger.

e Protection électrochimique : on relie le métal a une pile afin d’imposer son
potentiel pour que le métal soit dans son domaine de passivité.

6.3 Conversion et stockage d’énergie

Pile = conversion d’énergie chimique
en énergie électrique

AG < W  (réaction spontanée)

ArG = _noxnred?: (on - Erecl)

Les courbes intensité - potentiel corres-
pondant a une pile possedent un poten-
tiel mixte.

(1 Electrolyse

Electrolyse = conversion d’énergie
¢lectrique en ¢€nergie chimique
(réaction non spontanée)

Tension de seuil = tension minimale a
appliquer :

Rendement faradique :

_ Qdécharge

]’,l —
/ Qcharge

AG : variation d’enthalpie libre (J)
W : travail électrique (J)

A,G : enthalpie libre de ré€action
(J.mol™)
Nox €t npeg : nombres d’électrons
échangés

¥ : constante de Faraday (J .mol™ ")
E. et E.q : potentiels respectifs
des couples dont 'oxydant et le
réducteur sont les réactifs (V)

U : tension de seuil (V)

E, et E : potentiels des couples de
I’anode et de la cathode (V)

N4 et 17, : surtensions anodique et
cathodique (V)

r : résistance interne (L2)

i : intensité du courant (A)

11, : rendement faradique

¢ — quantité¢ d’électricité
débitée lors de la décharge (C)
Qcharge + quantité d’électricité four-
nie pour la charge (C)



1. Angles associés

Formulaire de

trigonométrie

T T
gte 57
v e
y g
."rrf \"
L T S T ' T
[ el
I'.E EIII
T+ a I"'\ --------------------------------------- LJ
\ 7
\ /
e P
cos(—x) = cos x sin(—x) = —sin x tan(—x) = —tan x
cos(m—x) =—cosx | sin(r — x) = sinx tan(mr — x) = —tan x
cos(m+ x) =—cosx | sin(mr+ x) = —sinx | tan(;r + x) = tan x
T i . T T |
cos(= —x) =sinx sin(— —x)=cosx | tan(= — x) =
(5= (5% o L
e _ . T by 1
cos(=+x)=—-sinx | sin(= +x)=cosx |tan(= +x)=———
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) tan x

2. Formules d’addition

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb ; sin(a+ b) =sinacosb +cosasinb ;

tana + tan b

tan(a + b) = .
a(g &) | —tanatanb

3. Formules de duplication

2 x5 . .
cos2a=cos"a—-sin“a ; sin2a =2sinacosa ; tan2a =

Extensions :

cos 3a = 4cos® a-3cosa ;

sin3a = 3 sina—4sin’ a : tan 3a =

2tana
1 —tan?a

3tana — tan’ a

1 —3tan?a
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4. Formules de linéarisation

4. Formules de linéarisation

1 |
cosacosh = 5[ cos(a + b) + cos(a — b)| ; cos’a = E(l + cos 2a)

. & ]
sinasinb = E[cos(a —b)—cos(a+b)] ; sin“a= 5(1 — cos 2a)

|
sinacosh = E[ sin(a + b) + sin(a — b)|

Extensions :

3 cos3a + 3cosa . 3 —sin3a + 3sina
cos” a = ; sin” a = 1

4

263

Ces formules sont utiles pour le calcul de primitives. Au dela de la puissance

3, utilisez les formules d’Euler.

5. Transformation de sommes en produits

COs p +Cosq = 2COS(P;£])COS(p—q)

2
D+ -
cosp—cosqz—2sin(pJ q)sin(pzq)
_+_ =
sinp+sinq=2sin(p2q)cos(pzq)
- -
sinp—sinqusin(p2q)cos(pzq)
. . d
6. Expressions en fonction de tan -
1 —r? _ 2t t 2t
sd = Sina = ana =
WRATTeE P T T C T 1o

I COS X = COs d

— (x =al2n]oux = —a [2:1'])



264 [A] Formulaire de trigonométrie

S Sin X = sina

[ el
1\ /JJ

<:>(x:a[21r] oux:n—a[Zﬂ])
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AGLIDGCHEE Champs scalaires

champs vectoriels
f champ scalaire, Vo (P, Q, R) champ vectoriel.

1. Coordonnées cartésiennes

Gradient
8f—> 6j—> af?

Gradf Vf c?x c?'f + 3z

Laplacien scalaire

Divergence

Ly = =3 P (9Q OR

divV=V.-V = —

= ox By oz

Rotationnel
- — OR 00Q\—» (0P OR\—» (00 0JP\—
tV=VAV _—— - — —_— - —
o ( dy 0z ) ( 0z (9x) ( dx Oy )

2. Propriétés

Propriétés fondamentales

—

— —_
Af =div (gradf) ; div (1?)%?) =l ; ﬁt(gradf) = 0
Autres égalités
o T s BN
div(fV)=fdivV +grad f- V

( ) / d g g ad ]
rad fg)= ra + r —
: iy Ve | o= ‘ le(l,ﬂ Ay [/) = _>U -r?)t (_>L)

— - @ — —
rot (fV)= frotV + gradf AV

-V -10t (U)
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Théoreme de Poincaré

Sur un ouvert simplement connexe (toute courbe fermée peut se ramener a un
point par déformation continue), on a :

—— = - —
rotV=0&&3df V=gradf

3. Coordonnées cylindriques

e Repérage d’un point

_)
5 ; - =
Repere mobile (M; u, v, k)
p . —_ = =
noté aussi (M; e, ey, €;)

% e i

e Champ scalaire F(p,0,z) = f(pcos@,psiné),z)

31?_) 1 OF _, OF _, I*F 0’F O°F
il § Af = —+
dp p 00 0z

10F .1 EE, ol
op* p dp p* 8 872

grdd =

e Champ vectoriel V= Voe, + Vyep+ V. e,

o

divV = -V
=—V,+ —+—
Y =2 a0 p 86 22

- BV)
rotV:lav" %E‘H g _ 2V, +—V9+%———
p 00 0z dz  op p op p 00
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4. Coordonnées sphériques

4. Coordonnées sphériques

e Repérage d’un point

e Champ scalaire F(r, 0, f) = f(rsinf@cos ¢, rsinésin g, r cos 6)

oF _, 1 5F_,+16F_,

i — —Cot+—— e
ar rsinf dp * :
29F 1 0°F

r or r* 062

tang OF N 1 O*F
r2 00 rfcos?@ O0p?

Af =

1 — — —
e Champ vectoriel V =V,e, +V,e,+ Vgep

2 av, 1 9Vy 1 1

v av,
-V, + - -
r ar r 00

+ —
rsinf oy

L=k
divV =
Ftan €

o0 “

1 oV, oV 1 | dV, 1
+|—= ¥ ot Vg B | e
r 080  d¢ r rsinfl do r

IHT/} _ 1 lﬁVw _ 1 ﬁV{; 3,
rtanf ¥

rsinf oy

267

: . . —_ = =

o Repere mobile (M; u, v, w)
| . : e e

PN noté aussi (M; e;, e,, €5)

av,



268

et constantes fondamentales

Unités

1. Unités du systeme international

1.1 Unités principales du systéme international

Grandeur physique Unité Symbole | Dimension
longueur metre m L
masse kilogramme kg M
temps seconde S T
intensite du courant €lectrique ampere A |
température kelvin K ®
quantité de matiere mole mol N
intensité lumineuse candela cd J
1.2 Unités dérivées du systeme international
grandeur physique unité symbole dimension
angle radian rad
angle solide stéradian sr
fréquence hertz Hz T
force newton N MLT™
pression pascal Pa M
énergie joule J MI*T?
puissance watt W MLAT>
charge €lectrique coulomb C TI
différence de potentiel volt \Y% ML=T=1
résistance electrique ohm Q ML2T31
conductance électrique | siemens S M L=TI
capacité électrique farad E M L2121
induction magnétique tesla i i MT?1"
inductance henry H Mz 22
flux magnétique weber Wb ML*T™=1"
éclairement lux Ix L]
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2. Constantes fondamentales

1.3 Préfixes

facteur | préfixe | symbole || facteur | préfixe | symbole
10° kilo k 107 | milli m
10° méga M 107 micro n
10° giga G 1077 nano n
10" téra i i == pico p
10" péta p 107" | femto f
10" exa E 10718 atto a
i3 zetta Z 1074 zepto z
10% yotta Y 1y = yocto y

2. Constantes fondamentales
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constante

valeur

constante de gravitation

célérité de la lumiere dans le vide

perméabilité du vide

permittivité du vide

constante de Planck

constante des gaz parfaits
nombre d’ Avogadro

constante de Boltzmann
charge élémentaire

constante de Faraday
constante de Stefan-Boltzmann

constante de Rydberg

G =6,67259 x 107!
m kg~ '.s™? ou N.m’kg™
¢c=299792458 ~ 3 x 10° m.s~!

o =4 x 107" Hm™
o ~ 1,256 64 x 107 H.m™
g0~ 8,85419% 1072 Em™"

h=6,6260755%107* J.s

h=4,135669 x 107" eV.s
R=28,314 JK '.mol™!

N =6,022 1367 x 10* mol™!
k=1,380658x 107> JK!
e=1,602217733x 107 C

F =96 485,309 C.mol™!
o=5,67051x10"°% Wm2K™
Ry =1,097 x 10" m™!




[C] Unités et constantes fondamentales

3. Ordres de grandeur

grandeur valeur
conductivité du métal o~ 10°Q 'm™!
tension de seuil pour une diode | U; = 0,6 V
champ de pesanteur a la surface

de la Terre 2~9 8m.s

rayon terrestre
masse de la Terre
altitude d’un satellite
géostationnaire
distance Terre-Soleil
distance Terre-Lune
masse du Soleil
raideur d’un ressort
masse du proton
masse du neutron
masse de I’électron
taille d’un atome
taille d’un noyau

Ry ~ 6400 km
My ~ 6 x 10** kg

H =~ 36 000 km

dr-s ~1,5%x 10" m
dT--L = 3,8 X 108 m
Mg ~2x 10° kg

k ~ 100 N.m™

m, =1,673 x 10~ kg
m, = 1,675 % 107% kg
m, = 9,109 x 10! kg
107" m

107" m
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UL GCEMY  Séries de Fourier
des signaux classiques

1. Signal 1 : rampe
Fonction 2 périodique avec f(f) = t sur | — m; ]

¥

(_l n+1
sin nt.

[]e

2. Signal 2 : triangle

Fonction 2 périodique avec f(t) = |t| sur | — m; «r]

;
n T 4 < cos(2n— 1t
W/\/\ 37 2 a1

-3 0‘ n t n=1

3. Signal 3 : sinus redressé (double alternance)

Fonction () = |sin1|

¥,
I 1

-7 0| 1 mo

>-1|m
‘:Hh

i an

4. Signal 4 : sinus redressé (monoalternance)

f(t) =sint pour 0 <t

Ly
ft)y=0 pour m<t<2n

Fonction 27 périodique avec {

soit f(r) = —(I sin f| + sint)



272 [D] Séries de Fourier des signaux classiques

I Z cos 2nr
TIn “ 0‘ T Zn an | 4n? —

5. Signal 5 : porte

f=1 pour O<r<nm
<

Fonction 27 périodique avec { )
s

f()=0 pour m<t

—Slnf.

1
- 0 n 2n r 2

n=1

6. Signal 6 : impulsion
=0 pour

Fonction T périodique avec sur [0; T : F@)
f(t) =a sinon

y

— —_—

ar < sin(rnz)

- T
1 —00 nn i

<t T-

+g — sin(2n — 1)t
T 2n—1

E
2

C f
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[YIEAA  Classification
F n ™
périodique
1™ colonne : alcalins métalliques
2° colonne : alcalino-terreux
Colonnes 3—11 : métaux de transition
Colonne 16 : chalcogenes

Colonne 17 : halogénes

Colonnes 18 : gaz rares

Gaz noble Meétaux

. Métaux de transition Alcalin métalliques
Halogene Espece rare
Non métaux Alcalino-terreux
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[E] Classification périodique

II

11

hydrogéne

1.008

numeéro atomique —| 6

C «— symbole
nom de I"élément —| carbone

lithium

12.01 «— masse atomique

1AY%

VI

VII
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Classification périodique

10

11

12

13

14

15

16

17

18

275
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1. Constantes acido-basiques
(a 25 °C, 1,013 bar dans 1’eau)

Nom de I’acide

Constantes
chimiques

Nom de la base

Ion hydrogénosulfure
Ion hydrogénophosphate
[on hydrogénocarbonate
Blackure d’hydrogene
Ton ammonium

Acide hypochloreux

Ion dihydrogénosphosphate

Sulfure d’hydrogéne
Dioxyde de carbone
Acide éthanoique

lon hydrogénooxalate
Acide benzoique
Acide nitreux
Fluorure d’hydrogene
Acide phosphorique
Acide sulfureux

Acide oxalique

HS™
HPO;~
HCO;

HVN
NH}
HCIO
H>PO,
H>S
CO2aq)

CH3COOH
HC,0;

C¢HsCOOH
HNO>

HF
H3PO,
H,S0;3

H>C,04

NH;
ClO~
HPO3~
HS™
HCO;
CH;CO0~
C,03~
CsHsCOO™
NO,
=
H,PO;4
HSO3

HC,0;

ion sulfure

ion phosphate

ion carbonate

ion blackure
ammoniac

ion hypochlorite

ion hydrogénophosphate
ion hydrogénosulfure
ion hydrogénocarbonate
ion éthanoate

ion oxalate

ion benzoate

ion nitrite

ion fluorure

ion hydrogénophosphate
ion hydrogénosulfite

ion hydrogénooxalate

13, 1
12,3
10,3
9.3
9,2
7,5
7.2
7,0
6,4
4,8
4,2

4,2

3.2
2.1
1,8

1,24
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2. Potentiels standards redox

2. Potentiels standards redox

(225°C, 1,013 bar, pH=0)

Couples redox

MnO; +4H" + 3¢~ = MnO; + 2H>O
MnOj +8H" + 5¢” = Mn** +4H,0
Cry07 + 14H" + 6™ = 2Cr'" + TH,0
MnO; + 4H™ + 2¢~ = Mn** + 2H,0
Br; + 2¢~ = 2Br™
Hg?* +2¢” =Hg
Agt +e = Ag
He* +e¢ =Hg™
Fe’* + ¢~ = Fe?*

MnOj + e~ = MnO;~
I +2¢ =21~
Cu*t +2¢ =Cu

Cu** +¢ =Cn*

2H* +2¢ =H,
Fe3* + 3¢~ = Fe
PbZ* +2¢” = Pb

Sn2* +2¢” = Sn
Fe?" +2¢™ =Fe
Zn*t +2¢” =7Zn
Mn?* +2¢” = Mn
AP 4+ 3¢ = Al

Na* +e¢” =Na
Ca’" +2¢ =Ca
Ba’* +2¢~ = Ba

Kf +¢ =K

1,700
1.490
1,330
1,230
1,090
0,850
0,798
0,790
0,780
0,560
0,540
0,340
0,150
0,000
-0.040
-0,120
-0, 140
—0,441
-0,762
-1,180
—-1,660
-2,715
-2,763
~2,900
-2,924
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278 [F] Constantes chimiques

3. Zone de virage des principaux indicateurs co-
lorés

Indicateur coloré Zone de virage  Acide Base
Bleu de thymol (1 virage) 1,2-2, 8 rouge | jaune
Bleu de bromophénol 3,0-4,6 jaune bleu
Rouge de méthyle 4,2-6,2 rouge | jaune
Bleu de bromothymol 6,0-7,6 jaune bleu
Rouge de phénol 6,4-8,0 jaune | rouge
Bleu de thymol (2° virage) 8,0-9,6 jaune bleu
Phénolphtaléine 8,0-9,9 incolore | rose
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Index des mathématiques

accroissements finis

égalité, 14

inégalite, 14
anneau, 45

integre, 45
application linéaire, 56
argument, 41
arrangement, 68
automorphisme, 56

Bézout (relation de), 47

Bézout (théoréeme de), 52

base, 53

base adaptée, 56

Bayes (formule de), 70

Bessel, 65

Bienaymé-Tchebychev (inégalité de),
72

borne supérieure, 12

Cauchy-Schwarz, 64, 73
Cayley-Hamilton (théoreme de), 63
chinois (théoreme), 48
classe d’équivalence, 40
coefficient de corrélation, 74
coefficients binomiaux, 40
combinaison, 69
combinaison linéaire, 52
compact, 28
comparaison série-intégrale, 30
conjugué, 41
connexe par arcs, 29
continuité

uniforme, 28
convergence

absolue, 29

dominée, 18

normale, 33

simple, 32, 33

uniforme, 32, 33
corps, 45

covariance, 73
cycle, 44

d’Alembert (regle de), 30
d’ Alembert-Gauss (théoreme de), 49
dense (partie), 12
déterminant, 60
développement limité, 21
diagonalisable, 62
différentielle, 36
dimension, 54

diviseur de zéro, 45
divisibilité, 46

division euclidienne, 46, 49

écart type, 71
encadrement (th. d), 15
endomorphisme, 56
équation différentielle

premier ordre, 22

second ordre, 22
espace euclidien, 64
espace vectoriel, 52
espérance, 71
Euclide (algorithme d), 47, 51
Euler, 41
Euler (indicatrice d’), 48
Euler (théoreme d’), 48
événement, 69
exponentielle d’une matrice, 25
extrémum, 38

famille
génératrice, 53
libre, 53
sommable, 31
fermé, 27
Fermat (petit théoréme), 49
fonction
continue, 12
contractante, 28
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dérivable, 13
génératrice, 76
indicatrice d’une partie, 39
intégrable, 17
lipchitzienne, 28
formule du binome, 40, 59
frontiere, 27

Gauss (lemme de), 47
Gauss (théoreme de), 52
gradient, 37
Grassmann (relation de), 55
groupe, 42
cyclique, 44
monogene, 43
symétrique, 44

Hdoder (inégalité de), 15
hyperplan, 66

idéal, 46, 51
image, 43
d’une application linéaire, 56
directe, 39
réciproque, 39
inégalité
de Holder, 15
de Minkowski, 15
indépendance
événements, 70
Vid., 72
indicatrice d’Euler, 48
injection, 39
intégration

par changement de variable, 17

par parties, 17
intérieur, 27
isométrie vectorielle, 66
isomorphisme, 56

Kronecker (symbole de), 58

Lagrange (polyndme d’interpolation),
50

Lagrange (théoreme de), 44

lemme d’Abel, 34

limite monotone, 16

loi
de composition interne, 42
de probabilité, 71
binomiale, 74, 76
de Bernoulli, 74, 76
de Poisson, 75, 76
faible des grands nombres, 76
géométrique, 75, 76
uniforme discrete, 74

lois conditionnelles, 72

Markov (inégalité de), 71
matrice, 58
de passage, 59
inversible, 59
jacobienne, 37
orthogonale, 66
par blocs, 59
triangulaire, 59
matrices semblables, 60
Minkowski (inégalité de), 15
module, 41
Moivre (formule de), 41
moment d’ordre k, 73
morphisme
d’anneaux, 45
de groupes, 43
moyenne (inégalité), 16

nilpotent, 62

nombre premier, 46
norme, 26

normes €quivalentes, 26
noyau, 43, 56

ouvert, 27

partie
compacte, 28
dense, 27
fermée, 27
ouverte, 27
partition, 38
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INDEX DES MATHEMATIQUES

pged, 46, 51
plan tangent, 38
plus petit élément, 12
point
critique, 38
stationnaire, 38
polynome
annulateur, 63
caractéristique, 62
d’interpolation, 50
minimal, 63
ppcm, 47, 51
probabilités
composées, 70
conditionnelles, 69
totales, 70
probabilité, 69
produit de Cauchy, 31
produit scalaire, 63
projecteur, 57
projection orthogonale, 65

racine, 49
racines n-iemes, 42
rang, 55
rang (théoreme du), 57
rayon de convergence, 34
recouvrement, 38
relation

binaire, 39

d’équivalence, 40
Riemann

série, 30

sommes, 17
Rolle (théoreme de), 13

Schmidt, 65

Schwarz (théoréme de), 38

série, 29
alternée, 31
de Riemann, 30
entiere, 34
exponentielle, 30
géométrique, 30
harmonique, 30

281

signature d’une permutation, 44
sommable (famille), 31
sommation L', 19
somme directe, 55
sous-anneau, 45
sous-corps, 45
sous-groupe, 42
engendré, 43
spectre, 61
suite
convergente, 15
extraite, 15
suites adjacentes, 16
supplémentaire orthogonal, 65
surjection, 39
symétrie, 57
systeme différentiel, 24
systeme fondamental de solutions,
23

Taylor (reste intégral), 17
Taylor-Young (formule de), 20
théoréme

d’Euler, 48
trace, 60
transformation de Laplace, 20
transposée, 59

valeur propre, 61

valeurs intermédiaires, 12, 29
valuation p-adique, 48
Vandermonde (déterminant de), 61
variance, 71

variation de la constante, 24
vecteur propre, 61

voisinage, 26

wronskien, 25
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Index de la physique
AT 103 comparateur
accélération a hystérésis négative, 107

d’entrainement, 145

de Coriolis, 145

de la pesanteur, 146
adhérence, 133
adiabatique, 155, 157
aimant, 165
Ampere (théoreme d’), 184
Andrews (isotherme d’), 155
Archimede (poussée d’), 133, 163
association

d’impédances, 99

de générateurs, 96

de résistances, 96
auto-induction, 166, 167
Avogadro-Ampere (loi de), 153

bobine, 95, 97, 98

bobine infinie, 164

bobines en interaction, 167
Bode (diagramme de), 100
Boyle-Mariotte (loi de), 153

capacité thermique molaire, 214
célérité, 195
chaine

de retour, 105

directe, 105
champ

de gravitation, 179

magnétique, 164
changement d’état, 154, 158
chemin optique, 121
cinématique, 128, 131
circuit

LC, 98

RC, 97

RL, 97, 98

RLC, 98
Clausius (inégalité de), 159

a hystérésis positive, 108
simple, 106
condensateur, 95, 97, 178
conductivité, 198
conversion de puissance, 168
coordonnées
cartésiennes, 129
cylindriques, 129
sphériques, 130
Coulomb (loi de), 133, 147
couplage, 167
couple, 139
magnétique, 166
courant de Foucault, 168

déphasage, 120
détection
photonique, 124
thermique, 124
De Broglie (relation de), 207
densité
de probabilité, 209
lin€ique, 203
particulaire, 163
volumique de courant, 198
Descartes (loi de), 116, 117
diagramme
d’ Andrews, 155
d’état, 154
de Bode, 100
diagrammes, 154
différence de marche, 125
diffraction, 93
diode électroluminescente, 123
dipdle magnétique, 186
dispersion angulaire, 126
diviseur
de courant, 96
de tension, 96
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INDEX DE LA PHYSIQUE

durée de cohérence, 122
dynamique, 132, 136, 137

éclairement €nergétique, 123
effet

de peau, 201
tunnel, 212
efficacité

d’un récepteur, 160
frigorifique, 160
thermique, 160

énergie
cinétique, 89, 134, 138
interne, 157
interne molaire, 216
mécanique, 90, 135, 142
moyenne, 214
potentielle, 90, 135, 140, 167

enthalpie, 158

entropie, 158

équation d’état, 154

équilibre, 136

équipartition de 1’énergie, 215

état de diffusion, 141

¢tat lié, 141

étude du signal, 89

exitance énergétique, 123

facteur
de Boltzmann, 163
de contraste, 125
de qualité, 98
facteur 8, 213
facteur de Boltzmann, 213
Faraday (loi de), 166
filtrage numérique, 113
filtre
passe-bande, 101
passe-bas, 101
passe-haut, 101
flux, 166, 168
énergétique, 123
propre, 167
fonction
de partition, 213

283

de transfert, 102
force

centrale, 140

de Coulomb, 172

de Laplace, 165

de Lorentz, 136

de pesanteur, 162

de pression, 162

électromotrice, 166, 167

pressante, 153

surfacique, 162

volumique, 162
forces

de Debye, 183

de Keesom, 183

de London, 183

de Van der Waals, 183
formule

d’echantillonnage, 112

de Fresnel, 125

des réseaux, 126
franges

d’égale épaisseur, 128

d’égale inclinaison, 127
Fresnel (formule de), 125
frottement

de glissement, 147

solide, 147

gain, 100
Gauss (théoreme de), 177
Gay-Lussac et Charles (loi de), 153
gaz parfait, 154
générateur, 93, 96
glissement, 133
grandissement
de Descartes, 117
de Newton, 118

haut-parleur, 168

impédance, 99

acoustique, 206
indice de réfraction, 116
inductance
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Index

mutuelle, 167
propre, 167

induction, 164, 166
inégalité de Clausius, 159
intensité du courant, 93
intensité sonore, 206
interaction

électrostatique, 140
gravitationnelle, 140

interférence, 125, 126
interférometre de Michelson, 127
interférences, 92

isobare, 155

isochore, 155

isotherme, 155

Kepler (loi de), 142
Kirchhoft (loi de), 93

lampe spectrale, 123
Laplace (force de), 165
Laplace (loi de), 157
laser, 123

lentille

convergente, 120
divergente, 120

lentilles minces, 117
Lenz (loi de), 166
liaison pivot, 139

loi

d’ Avogadro-Ampere, 153

d’Ohm, 94

de Boyle-Mariotte, 153

de conservation de I’énergie mé-
canique, 142

de conservation du moment ciné-
tique, 141

de Coulomb, 133, 147

de Descartes, 116, 117

de Dulong et Petit, 216

de Faraday, 166

de Gay-Lussac et Charles, 153

de Kepler, 142

de Kirchhoff, 93

de I’énergie cinétique, 134

de I’énergie cinétique solide,
138

de I’énergie mécanique, 135

de la puissance cinétique, 134

de la quantité de mouvement,
133

de Laplace, 157

de Lenz, 166

de Newton, 132

de Pouillet, 94

des aires, 141

des mailles, 93

des nceuds, 93

du moment cinétique, 139

machine

thermique, 159
Malus (théoreme de), 120
Maxwell (équations de), 174, 184
Michelson (interférometre de), 127
milieu

conducteur ohmique, 200

de propagation, 118

homogene, 118

isotrope, 118

linéaire, 118
Millmann (théoréeme de), 106
modele d’Einstein, 216
moment

cinétique, 137-139, 141

d’inertie, 137, 138

d’une force, 139

dipolaire, 180

magnétique, 164, 186
monobare, 155
monochromatique, 119
monochromatisme, 122
monotherme, 155
mouvement

circulaire, 131, 142

dans un champ électrostatique,

136
dans un champ magnétostatique,
137
des planetes, 142
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INDEX DE LA PHYSIQUE

rectiligne, 130

Newton (lo1 de), 132
niveau sonore, 206
Norton, 95, 96

Ohm (loi de), 94
onde
lumineuse, 93
mécanique, 92
plane, 119
progressive, 91
sinusoidale, 91
sphérique, 119
stationnaire, 92
ondes
acoustiques, 204
sur une corde, 203
optique géométrique, 116
oscillateur, 109
amorti, 98, 99, 135
non amorti, 89, 98, 135

particule libre, 211
pendule
pesant, 140
simple, 99, 133
période, 142
plan
équiphase, 119
d’onde, 119
planctes, 142

Planck-Einstein (relation de), 207

Poisson (équation de), 175
pont de Wien, 109
portrait de phase, 135
potentiel
de gravitation, 179
électrostatique, 175
Pouillet (loi de), 94
poussée d’Archimede, 133, 163
pouvoir de résolution, 118, 126
Poynting (théoréme de), 196
Poynting (vecteur), 195
premier principe, 157

285

pression, 153
principe
d’inertie, 132
des actions réciproques, 132

fondamental de la dynamique,

132
probabilité d’occupation, 213
puissance, 94, 134, 136
mécanique, 156, 204
thermique, 156
pulsation de plasma, 199

quantification de 1’énergie, 208
quantité de mouvement, 132, 133
quasi statique, 155

quasi-monochromatisme, 122

rails de Laplace, 168
réaction positive, 107
référentiel, 128, 132
réflexion, 116
réflexion totale, 117
réfraction, 117
régime libre, 98
relation
de De Broglie, 207
de Descartes, 117
de dispersion, 199, 203
de Newton, 118
de Planck-Einstein, 207
rendement
d’un moteur, 159
quantique, 124
repliement du spectre, 112
réseau de diffraction, 126
ressort, 89, 99
rétroaction, 104
réversible, 155
rotation, 131

satellite, 143
second principe, 158
sensibilité
globale, 124
spectrale, 124
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Shannon (théoréme de), 112
signal
acoustique, 90
électrique, 90
électromagnétique, 91
solide, 137
source thermique, 123
spire, 165
stabilité, 102, 136
statique des fluides, 162, 164
Stokes (théoréeme de), 175
systeme, 153
systeme linéaire, 102

temps de réponse, 124
tension électrique, 93
théoreme

d’Ampere, 184

de Gauss, 177

de Malus, 120

de Millmann, 106

de Poynting, 196
théoréeme de Carnot, 160
théoremes des moments, 155
Thévenin, 95, 96
transfert thermique, 155, 156
translation, 131
travail, 134, 155, 156, 167
trous d’Young, 126
tube fluorescent, 123

valeur efficace, 100
valeur moyenne, 100
vecteur de Poynting, 195
vitesse

cosmique, 143

de groupe, 200

de libération, 143

de phase, 199

de propagation, 200

en orbite basse, 143

Young (trous d’), 126
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Index de la chimie

activité (chimique), 230
AECD, 242
AEQS, 241
alliage, 250
approximation
de I'étape cinétiquement dé-
terminante, 242
de I’état quasi stationnaire, 241
Arrhenius (loi d”), 240
avancement
molaire, 229
volumique, 229

catalyseur, 242
charge formelle, 246
cinétique
formelle, 238
classification périodique, 242
compacité, 249
configuration €lectronique, 244
constante
d’acidité, 255
de basicité, 255
de dissociation successive, 256
de formation successive, 256
d’équilibre, 230
diélectrique, 248
globale de dissociation, 256
globale de formation, 255
constituant physico-chimique, 227
coordinence, 249
corrosion, 260
courbe intensité - potentiel, 258
cristal
covalent, 250
ionique, 250
métallique, 250
moléculaire, 251
parfait, 248
critere d’évolution, 230, 237
cubique faces centrées, 249

Dalton (loi de), 229
Debye (interaction de), 247
dégénérescence de I’ordre, 240
degré d’oxydation, 251
diagramme
d’état, 226
d’existence, 257
de prédominance, 255, 257
potentiel-pH, 257, 258, 260
solide-liquide, 231

€lectrode standard a hydrogene, 252
¢lectronégativité, 245
€lectrons
de cceur, 244
de valence, 244
enthalpie libre, 234
enthalpie libre de réaction, 234
enthalpie standard
de formation, 233
de réaction, 233
ESH, 252
évolution d’un équilibre, 236, 237

formule
de Nernst, 252

gaz parfait, 229
Gibbs (regle de), 231
grandeurs de réaction, 233

Hess (loi de), 233
Hund (regle de), 244

identités thermodynamiques, 234
interaction

de Debye, 247

de Keesom, 247

de London, 247

de Van der Waals, 247

Keesom (interaction de), 247
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Klechkowski (regle de), 244

liaison hydrogene, 247

loi
d’ Arrhenius, 240
d’action des masses, 230
de Dalton, 229
de Guldberg et Waage, 230
de Hess, 233
de Van’t Hoft, 241

London (interaction de), 247

maille, 248
mécanisme réactionnel
cinétique, 241

mésomérie, 246
moment dipolaire, 246

Nernst (formule de), 252
nombre quantique, 243

oxydo-réduction, 251

Pauli (principe d’exclusion de), 244
permittivité électrique relative, 248
pH, 254, 255
pile, 253,261
pL, 256
potentiel
chimique, 235
mixte, 260
thermodynamique, 234
premier principe, 233
principe
d’exclusion de Pauli, 244
de Bodenstein, 241
produit ionique de I’eau, 254
protection, 260

quantification de I’énergie, 242, 243
quotient de réaction, 230, 235, 236

rayons, 245
réaction
acido-basique, 254

de complexation, 255
de précipitation, 257
regle
de Gibbs, 231, 237
de Hund, 244
de Klechkowski, 244
de I'octet, 245
du duet, 245
relation de Van’t Hoft, 237

second principe, 234

sites interstitiels, 249

solide, 225

solubilité, 257

solution idéale, 231

solvant, 248

spectre électromagnétique, 244
systeme physico-chimique, 227

temps

de demi-réaction, 239

de demi-vie, 239
théoreme des moments, 232
transformation de la matiere, 225

Van der Waals (interactions de), 247
Van’t Hoff, 237, 241

variance, 231

variété allotropique, 225

vitesse de réaction, 258



	Formulaire MPSI MP PSI
	Le formulaire MPSI-MP-PSI 1
	Le formulaire MPSI-MP-PSI 2
	Le formulaire MPSI-MP-PSI 3
	Le formulaire MPSI-MP-PSI 4
	Le formulaire MPSI-MP-PSI 5

	Le-formulaire-MPSI-MP-PSI-6

